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AVERTISSEMENT. 



Les Questions dont on trouvera les énoncés dans cet Ou- 
vrage sont extraites des principaux recueils mathématiques 
périodiques publiés en langue française depuis la création 
des Nouvelles Annales de Mathématiques^ c'est-à-dire 
depuis 1842. Je n'ai eu d'autre mérite que d'en faire une 
classification, mais je crois par ce travail de patience avoir 
rendu un service réel aux professeurs et aux élèves. Ces pro- 
blèmes représentent en quelque sorte le résumé des travaux 
mathématiques d'un demi-siècle. Presque tous intéressants, 
quelques-uns sont dus à des Géomètres illustres, et méritent 
d'attirer l'attention, non seulement en ce qui concerne l'en- 
seignement, mais aussi en ce qui concerne la science pure. 
Et cependant, épars dans des collections dont quelques-unes 
sont rares aujourd'hui, ils étaient devenus presque introu- 
vables, surtout pour les élèves. 

Autant que possible, j'ai cité les noms des auteurs des 
questions, et aussi le recueil auquel chacune d'elles est em- 
pruntée. En outre, j'ai indiqué les solutions publiées par un 
système de renvois abréviatifs, afin de permettre, en cher- 
chant dans les collections des bibliothèques, de retrouver 
une solution qu'on désirerait étudier. On verra ci-dessous 
l'explication de ces renvois. 

Lorsque plusieurs solutions ont été publiées et qu'elles 
sont également bonnes, le nom indiqué est généralement 
celui de l'auteur de la première solution. 

Quand une question a été généralisée, l'énoncé qu'on trou- 
vera est habituellement celui qui résulte de la généralisation. 
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VI AVERTISSEMENT. 

Quelquefois une note indiquera simplement que la question 
a été généralisée. 

Malgré tout le soin et l'attention que j'ai mis à contrôler 
et à vérifier la correspondance entre les énoncés et les solu- 
tions, quelques erreurs ou quelques doubles emplois ont pu 
néanmoins subsister. Je m'en excuse d'avance et j'accueil- 
lerai avec reconnaissance les rectifications qui me seraient 
adressées à ce sujet. 

Les questions dépourvues d'indications de solutions n'ont 
pas été résolues, ou du moins je n'en ai pas trouvé de solu- 
tions dans les difTérents recueils où j'ai fait d'attentives 
recherches. Parmi ces Exercices, il en est un certain nombre 
dont la difficulté semble expliquer l'absence de solution ; 
nous en avons fait précéder l'énoncé d'un astérisque. Nous 
avons également marqué d'un astérisque les questions non 
résolues qui, sans être très difficiles, paraissent présenter un 
intérêt particulier et méritent de nouvelles recherches. 

Je tiens à remercier publiquement ici mon excellent ami, 
le Commandant Brocard, pour ses conseils précieux et son 
concours personnel, en vue de la publication de ce Recueil. 

G. -A. Laisant. 

Nota. — Pour toutes les questions non résolues, je recevrai les 
solutions que les lecteurs croiraient devoir m'adresser (à la librairie 
Gauthier-Villars et fils, 55, quai des Grands-Augustins, à Paris), et 
je me ferai un plaisir de les transmettre aux divers journaux pouvant 
les insérer. 

Les solutions des questions provenant du Journal de Mathéma- 
tiques élémentaires et spéciales prendront naturellement place 
dans le Journal de Mathématiques élémentaires ou le Journal 
de Mathématiques spéciales, suivant leur nature. Celles provenant 
de la Nouvelle Correspondance mathématique seront accueillies 
par la rédaction de Mathesis. 



ABRÉVIATIONS ET RENVOIS. 



N. A. — Nouvelles Annales de Mathématiques (depuis i84'î, fon- 
dation). 

N. G. — Nouvelle Correspondance mathématique de M. Catalan. 
(Collection complète en 6 volumes; 1875-80.) 

J. M. — Journal de Mathématiques élémentaires et spéciales de 
Bourget. (Collection complète en 5 volumes; 1877-1 881.) 

J. E. — Journal de Mathématiques élémentaires de M. de Long- 
champs (depuis 1882, continuation du J. M.). 

J. S. — Journal de Mathématiques spéciales de M. de Long- 
champs (depuis 1882, continuation du J. M.). 

M. — Mathesis (depuis 1881, fondation) (*). 

L'indication qui suit immédiatement un énoncé comprend le nom 

de l'auteur en petites capitales, le titre du Recueil auquel l'énoncé 

est emprunté, et le numéro de cette question dans le Recueil. Par 

exemple, 

(Chasles, n. a., 83) 

signifie que la question a été posée par Chasles et qu'elle occupe le 
n° 83 dans les Nouvelles Annales. S'il n'y a pas de nom d'auteur, 
c'est que celui-ci est resté inconnu, ou que les rédacteurs en ont pris 
le patronage. L'indication des solutions se trouve au-dessous de 
l'énoncé et vers la gauche; elle comprend le nom de l'auteur (ou 
des auteurs) d'une au moins des solutions, en italiques, le millésime 
(réduit aux. deux derniers chiffres) de l'année de la publication du 

(») En fait, le journal Mathesis, dirigé par MM. Mansion et Neuberg, a 
recueilli et continué la tradition scientifique de la N. G. 



VIII ABRÉVIATIONS ET RENVOIS. 

tome, en caractères gras, et le numéro de la page où l'on peut 
retrouver la solution. Par exemple, l'indication 

{Jametj 78, 296), 

au-dessous d'une question extraite de la Nouvelle Correspondance 
mathématique, signifie que la solution en a été publiée par M. Jamet 
dans l'année 1878 du même Recueil, à la page 296. 

S'il arrive exceptionnellement qu'une question extraite d'un Re- 
cueil ait été résolue dans un autre, l'indication le fera également 
connaître. Ainsi 

{Brocard, M., 82, i^% 

au-dessous d'une question extraite de la Nouvelle Correspondance 
mathématique, signifie que la solution en a été publiée par M. Bro- 
card dans Mathesis, année 1882, p. 248. 

Si plusieurs solutions ont été publiées, les renvois le feront con- 
naître; mais on n'indiquera généralement que les noms d'un ou de 
deux auteurs des solutions. 



OBSERVATION SPÉCIALE AU PRÉSENT VOLUME. 



Les questions d'Algèbre qui figurent ici sont celles qui 
rentrent dans les programmes actuels de la classe de Mathé- 
matiques spéciales. On y a laissé, par conséquent, tous les 
exercices se rapportant aux notions les plus élémentaires de 
Calcul infinitésimal. Quelques problèmes pouvant être résolus 
à la rigueur par l'Algèbre la plus élémentaire y ont été intro- 
duits, à cause de leur difficulté relative, qui n'avait pas per- 
mis de les placer dans le Volume d'Algèbre élémentaire. D'un 
autre côté, nous avons dû placer ici les questions d'Algèbre 
supérieure qui excèdent un peu les limites du programme 
de Mathématiques spéciales, mais qui ne concernent pas le 
Calcul infinitésimal. Elles sont d'ailleurs en petit nombre. 

La Théorie des nombres ne figure malheureusement aujour- 
d'hui dans aucun des programmes de notre Enseignement. 
Les exercices qu'on trouvera ici, et qui touchent à cette 
branche si importante de la Science mathématique, sont de 
difficulté très diverse. Les uns confinent presque à l'Arith- 
métique élémentaire, d'autres sont pour ainsi dire inabor- 
dables dans l'état présent de la Science. Cependant, la 
majorité de ces questions constituent d'excellents exercices 
de calcul algébrique et seront très utiles à de bons élèves de 
Mathématiques spéciales, en leur ouvrant quelques aperçus 
nouveaux d'une grande importance. 

Les Recueils que nous avons dépouillés contiennent seule- 
ment un petit nombre de questions de probabilités. Elles 
seront étudiées pour la plupart avec intérêt par les élèves, 



X OBSERVATION SPÉCIALE AU PRÉSENT VOLUME. 

car plusieurs d'entre elles n'exigent que des notions ordi- 
naires d'Algèbre pour être abordées. 

Enfin, nous avons cru devoir grouper à parties exercices 
concernant cette branche si originale et si intéressante de 
l'Analyse combinatoire connue sous le nom de Géométrie de 
situation, et dont il semble qu'on doive faire remonter l'ori- 
gine à Euler. 

La classification, dans ce Volume comme dans les autres 
du même Recueil, a été établie exclusivement en vue de faci- 
liter les recherches. Nous croyons qu'à l'aide de la Table des 
matières on arrivera sans aucune peine à retrouver un énoncé 
déterminé. 



Nota. — Les énoncés que contient ce Volume ont été relevés 
jusqu'au mois deywm 1894 inclusivement y dans les divers Recueils 
périodiques. 



ERRATA. 

Page. Ligne. Au lieu de Lisez : 

97 i5 f{x,) f'{œ,) 
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ALGÈBRE. 



CALCUL ALGÉBRIQUE. 

Fractions continues. 

1. P étant la limite de la fraction continue 

a:a-\-b:b-i-c:c-hd:d-h,.. 
et Q la limite de la fraction continue 

a : b -\-b : c -h c : d-\-. .,j 
on a 

P(a-l-Q+i)=a-i-Q. (N. A.) 185.) 

(Murent, 48, 3oo.) 

2. Soit la fraction continue 

^n = an 



f 

2C-+- 



6-1- //i 
m. — Alg. Th. des nomb. 



2 ALGÈBRE. — THÉORIE DES NOMBRES, ETC. 

Faisons 

a-f-T=M, an =N, 

o ,1 

DH 

C 

on a 

MN = Ai. [N. A., 573 (*).] 

3. On sait que, si a^ est une valeur approchée de \/n, 

I / n\ 

«9 = - ( «1 H I » 

- 2\ aj 

I / 7l\ 
«3 = - 1 <3t2 H j > 

-) 

«3/ 



«V = - I «3 H j ? 

2 V as ' 



seront des valeurs de plus en plus approchées de s/n (^). 
On sait aussi que 

/af-i- r = a, H 



2ai 



2ai 



Or M. Wœpcke a démontré (') que, si, dans le second membre 
de cette équation, on s'arrête au troisième quotient incomplet, 
on aura a^. 

On demande à quels quotients incomplets il faudra s'arrêter 
dans le second membre de cette même équation pour avoir 

âtj, «4, «5, • • • ) 

OU bien de quelle manière on peut démontrer que les valeurs 

«3, «4, «6, 



(») Énoncé inexact. Nous le maintenons à cause des intéressantes remar- 
ques présentées à ce sujet par M. Mister (72, 522). 

(«) Joseph Bertrand, Traité d'Arithmétique y p. 245 et suivantes. 4» édi- 
tion. Paris, 1867 

(>) Journal asiatique, 5* série, tome IV, page 384; Paris, i854. Bêcher- 
ches sur l'Histoire des Sciences mathématiques chez les Orientaux, etc., 
par M. Wœpcke, p. 87. Paris, i855. {Notes de l'auteur,) 
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CALCUL ALGÉBRIQUE. 

ne sont pas comprises dans Texpression 



ai 



2 ai 



aai-H. 
(B. BONCOMPAGNI, N. A., 1111.) 



{Moret'Blanc, 73, 477-) 



4. Trouver le nombre fractionnaire de dénominateur le plus 
petit, compris entre deux nombres incommensurables donnés 
différant de moins d^une unité. 

Exemple. — Le nombre fractionnaire de dénominateur le 
plus petit compris entre la racine carrée et la racine cubique 
de 2 est l". La solution générale du problème dépend de la 
théorie des fractions continues. (Beltrami, M., 118.) 

{Neuberg, 85, 12.) 

5. Démontrer que les niâmes réduites des fractions continues 

(^2, 2, 2, • * *)j (2, 2, 2, • • .) 
ont pour valeurs respectives 

(Hammond, m., 475.) 



{Collin, 87, i63.) 



Imaginaires* 



6. Déduire des propriétés du triangle rectangle que le module 
de la somme de deux types imaginaires est plus petit que la 
somme des modules de ces deux types, et plus grand que leur 
différence. Le type imaginaire est représenté, comme on sait, 

par a-\- b \J—iy et son module par ^a^-^ 6*, pris positivement. 

(N. A., 23.) 
{Merlieux, 42, 36o.) 



4 ALGÈBRE. — THÉORIE DES NOMBRES, ETC. 

7. Si tangûfmrb v/ — i, on aura aussi lang(aH-6)=i±:y/— i, 
quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de b, 

(N. A., 158.) 

{Moutier, 47, 365; N. C, 76, 274, 869; 77, iia.) 

8. Si 

i = / — I 

et 

A-HiB =(ai-Hipi)(a2-+-ip2)(a3 + 2p3)..., 

le nombre des facteurs étant arbitraire, on a 

B 01 3t 63 

arc tang-r- = arc tang^— -\- arc tang— -+- arc tang— + 

A ai «2 «3 

(J.-W.-L. Glaishbr, n. C, 4.39.) 
(Laisant, 79, 29.) 

9. Si Ton convient de représenter par l'imaginaire 

a+ pi, (i = / — i) 

un point dont les coordonnées rectangulaires sont a, p, Timagi- 
naire 

où z est une variable réelle, représente tous les points d'une 
même circonférence. (Laguerre, M., 6.) 

{CesàrOj 81, 128, 127.) 
"^lO. Mettre le produit 

(1 + n /— T) (i + n2 /zri) (i -t- n* y/ir[) (i ^_ ,18 /ir7) . . . 

sous la forme P + Qy/ — i. Dans chacun des polynômes P, Q, 
déterminer les coefficients des puissances de n. Quelle est la loi 
générale? Déduire, de ce problème, la décomposition de 

(i-h 7i2)(i -4- n*)(n- 7i8)(n- n»fi) . . . 

en une somme de deux carrés. (Catalan, M., 811.) 



CALCUL ALGÉBRIQUE. 



Déterminants; évaluations, et problèmes* 



11. On a identiquement 



I I 
I n- ai 



= «j 



i I I 

I I-h «1 I 

I I I -H aj 



= a\a^, 



et en général 



i-Hai 
I 
1 



I 

I 



I 
I 
I 
I 

I 4-a 



n 



= aia^a^ . , . an- 



(58, igo.) 

12. On a identiquement 

i-hai I 

I I -H «1 



(Prouhbt, N. a., 4.08.) 



= «1 -f- ûtj -4- «1 aj, 



1-4- ai ï I 

I iH- aj I 
1 I i-h as 



= ai aj -h ai aj + a2 aj -4- ai a% aj, 



et en général 

iH-ai I 
I ï-4-at 



• • • . • • 



i-H a. 



(58, 191.) 



aj aj . . . dii -H ai a^ . . . (Xn -H . . 
ai a^ a3 ... cifi» 

(Prouhet, n. a., 409.) 



6 ALGÈBRE. — THÉORIE DBS NOMBRES, ETC. 

13. Le déterminant 



I 


2 


3 


4 


2 


3 


4 


5 


3 


4 


5 


6 


n — 1 


n 


I 


2 


n 


I 


2 


3 





n 




] 




2 




• 




71—2 




71 — I 



est égal à 



/i«--i(n-f-i). 



2 



, si /i est de la forme 4p ou 4/? 4- i ; 
— , si 71 est de la forme 4/> -H 2 ou 4/> -h 3. 

(Painvin, n. a.., 432.) 
(Baehr, 60, 170.) 



lA*. On a identiquement 



* a 

a-f- 
a -h 28 



8 



a-h-28 . 
a-+-38 . 



a-h(7i — 2)8 aH-(/i — 1)8 
a H-(n — 1)8 a 

a a -4- 8 



aH-(/i — 1)8 a ... OL-\-(n — 3)8 aH-(/i — 2)8 

(/i8)«-i[2a-l-(7i — 1)8] 



Si Ton fait 



a = 8 = I, 



on retombe sur la question 432 (^). 



(Cremona, 60, i5i.) 



(MiGHAEL ROBERTS, N. A., 465.) 



*15. Si, dans un déterminant d'ordre /i, on efface tous les 
termes qui renferment au moins deux éléments de Tune quel- 
conque des deux diagonales ou d^une parallèle à ces diagonales, 
quel est le nombre des termes restants? (N. A., 445.) 



( * ) Voir renoncé précédent. 
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16. Le déterminant 



di — bi ai — bf ai — b^ 
«2 — bi a% — 62 «2 — bz 
«3 — bi az — b% «8 — 63 



• • 



«1 — bn 
«2 — bn 
«3 — bn 



«« — bi an — bx an — bz ... «« — bn 

est égal à {a^ — (i%){bi — ^2) lorsque /ii= 2, et pour w > 2 il 
est nul. (N. A., Vtk.) 

{Harang, 63, 60.) 



17. Le déterminant 



A=: 



1 al 






'« 



^/» 



... ^n 



dans lequel les indices supérieurs sont des exposants, est égal 
au produit 

(N. A., 515.) 
(60, 181.) 



18. Si a est une racine nî^me ^jg l'unité, et qu'on désigne par P 
le produit des facteurs obtenus en remplaçant, dans Texpression 

ai4- 82» + a3à>-4-. . .-i-a,4a«-*, 

a successivement par les n racines de l'unité, on a 



P = 



3/1 aj ... a/1— ] 



32 83 



(Mennesson, 77, 21; 78, i85.) 



ai 



(Stern, n. C, 185.) 
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19. Démontrer que 

(/l-4-l),i I 

(/i-ha)« {n-h2)n+i 1 






• • • 








• • • 





1 


• • ■ 





a 




• 


r)n-hii 


• • • 


{n-^r)n+r-i 



= (n-hr)„y 



{n-^r)n, (/n-/')/i4-i {n-hr)n+i (n-hr)n+% 

le symbole n^ désignant le nombre des combinaisons de n lettres, 
kk k. (MoRENO, N. C, 4.20.) 

(Colart, 80, 79.) 



*20. Démontrer et généraliser les deux théorèmes suivants : 
a — X b c 



b c — X a 

c a b — X 

a — X b c 

b c — X d 

c d a — X 



[x — («H-ÔH-c)] 



d 
a 
b 



[x — (aH-6-+-c-l-c?)] • 
__)x[a7 — (a — b-\-c — d)\ 
X [x^ — {a-^- ib -^ i^ c -\- i^ d) 
X (a — ib H-i* c — i^ c?)], 



d a b ■ c — X 

(0 étant une des racines cubiques de Funité. 

(J.-W.-L. Glaisher, n. c, 440.) 

*21. Déduire, par des transformations de déterminants, le 
déterminant 



A = 



YjjZ^s — Z12Y46 Z12X46 — X12Z46 X12Y46 — YijX45 
YîsZge — Z23Y56 Z23X56 — X23Z36 X23Y56 — Y23X56 
Y34Z61 — Z34Y61 Zs^Xei — XsvZei Xj^Ygi — Y34X61 



du déterminant 



Ai = 



X 



X 



X 



x\ 



00% x^y^ y\ ysZ6 zl z^x^ 
3o\ XfijTQ yl yeZ6 5| z^x^ 
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On a posé 



^mn — ym^n — ^mYri^ *-mn — ^m^n — ^m^nj ^mn — ^myn'~ym^n' 



(Le Paige, N. C, 490.) 



22. On a identiquement 



abc 


s 


b c 


d 


2 


Cad 


2 


d b a 


2 


a' h' c' 


-f- 


b' c 


d' 


-^ 


c' a' d' 


-h 


d' b' a' 




a" b" c" 




¥ c" 


d" 




c" a d" 




d" b" a" 




a» -H 6» -f- c« -4- û?« 


aa' H- bb' -4- ce' H- dd' 


aa" -\- bb" H- ce" H- dd" 


aa-{- bb' -H ce' -h dd' 


a'^A-b'^ -t-c'*.-+-^'» 


a'a"->t-b'b"^c'e"-^d'd" 


aa' -^ bb" -\ 


-cc" 


^dd" 


a' a" 


4-6' 


b" ^ c' c" -h d' d" 


a'^^b"^ -+-0"* -^d"^ 



Cette identité donne la décomposition d^une foule de nombres 
en une somme de quatre carrés. (Le Paige, N. C, 51iii'.) 

{Jamet, 80, 92.) 
23. Evaluer les déterminants 















I 


I 


1 


I 


ï 








I 


I 


I 


i 





• 





I 


I 


1 


I 


\ 








1 


I 


1 


I 










I 


I 


I 


I 


1 


I 


1 


3 










I 


2 


3 


4 














I 


1 


3 










f 


2 


3 


4 














I 


2 


3 










I 


2 


3 


4 


























I 


2 


3 


4 



, etc. 



dont la loi générale de formation peut s^énoncer comme il suit : 
Chaque déterminant renferme im — i lignes et 2 m — i colonnes. 
La diagonale contient m — i fois Puni té, et m fois le nombre m. 
Les lignes se déduisent de cette diagonale, en écrivant, à droite 
des unités, m — i fois le chiffre 1 , et à gauche des chiffres m, 
la série naturelle m — \, m — 2, ...,2, 1,0; et complétant les 
lignes par des zéros. (Brocard, N. C, 566.) 



{Le Paige y 80, 382.) 
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2k. Le déterminant formé par les permutations tournantes 
successives des termes d'une progression arithmétique est 
égal à 

OL étant le premier terme, 8 la raison, n le nombre des termes. 
Par exemple. 



1234 
4 I '2 3 

3412 
2341 



= (-4)»(n-|) = -i6o. 



(Cesaro, M., 24.5) (*) 



{Gillet,%Z, 60.) 



25. Calculer la valeur du déterminant 



sina sin(a-i-8) sin(a-i-î2 8) 

S!n(a-f-n8 — 8) sina sin(a-H8) 

sin(a -4-/18 — 28) sin(a -h /i8 — 8) sina 



sin(a -+-8) 



sin(a-H28) sin(a-H38) 



sin(a + 718 — 8) 
sin(a-4-7i8 — 28) 
sin(a-f-/i8 — 38) 

sina 



{Neuberg, 90, 117.) 



(Neuberg, m., 273.) 



26. Décomposer en facteurs le déterminant 



sma CCS a sm2a 
sin^ cosp sin2p 
sinY cosY sin2Y 



{Gillety 86, 88.) 



(Allersma, m., 327.) 



(*) Question à rapprocher des énoncés 13 et 14 ci-dessus. 
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27. Calculer le déterminant 



II 



A 


a 


a 


a 


b 


a 


p 


P 


h 


p 


a 


P 


h 


p 


p 


a 



• • 



• • 



a 



6 p p p 

Appliquer le résultat à des cas particuliers remarquables. 

(De Longchamps, J. S., 332.) 



Déterminants; propriétés. 



28. Soit le déterminant à n* termes 



«11 


«n 


«13 • 


. . axn 


aji 


«jj 


«23 • 


, . ain 


«31 


«Sî 


«83 . 


" Ctzn 


««1 


a«2 


««3 • 


. . ann 



Upq et aqp sont deux nombres imaginaires conjugués, de sorte 
que Upp est un nombre réel. Démontrer que le déterminant est 
réel. (N.A., 370.) 

{Bochette, 57, 336, 435.) 
29. Si l'on désigne par D le déterminant 



cos/iao 


cos{n — i)ao 


cos(/i — a)ao . 


. . cosoao 


cosnoii 


cos(/i — i)o;i 


cos(/i — 2)ai 


. . coso ai 


cosnoLi 


COS(/l— I)CZ2 


cos(/i — 2)a2 . 


. . coscaj 


cos noLfi 


cos ( 71 — i)a„ 


cos(/i — 2)a,i .. 


. . coso a» 
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et par Dj le déterminant 



cos^Œo cos'^-^ao cos'^^'ao 
cos'»ai cos»-*ai cos^-'aj 



cos<> «0 
cos® ai 
cos^ aj 

• ••••• 



on aura 



n{n-\) 

D = a * Di. (Prouhet, N. A., MO.) 



(-£•. Mathieu, 58, 187.) 
30. Si Ton désigne par D^ le déterminant 





sin(7i-hi)ao 


smnao 


. sin ao 




sin(/i-i-i)ai 


sinnai 


sinai 




sin(7i-H i)aj 


sin/ias 

• ••••• ««4 

sin nan . . . 


sinas 




sin(/i-M)a;, 


sina/i 


on aura 


n(rt+l) 







D2=a 2 sinaosinai . .. sina^iDi (1). 

(Prouhet, N. A., Wl.) 
{E, Mathieu, 58, 187.) 

31. Si, généralement, on désigne par at^^ l^expression 

ai^n = (<^i-^ P//i)cos7Hp -h (y/ H- 8//i)sin/i(p, 

où n représente un entier quelconque, positif ou négatif, et a^-, 
P/) tif S/ des constantes arbitraires indépendantes de /i, le 
déterminant 



^fc,n = 



• ••• •••••• 



,v. 






(*) J^, est le déterminant défini dans Ténoncé précédent. 
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s'évanouira toutes les fois que â: > 3, et pour â: = 3 il conservera 
la même valeur, quelle que soit celle de n. (Hirst, N. A., 489.) 

{Bignon, 70, 56i.) 

32. Soient n quantités ot], aj, as, . . ., a^^; on pose 

2 ai = Œj -H aj -+- . . . -I- «/î, 
2 aj a2 = ai a2 H- aj as -H . . . , 

et ainsi de suite. Soient 

f{x) = x^-h x^-^ 2 «iH- a7«-î 2 ai a2 -r- . . . 

et/'(^) la dérivée de /(a?) : démontrer-quela valeur algébrique 
du déterminant 



«t 


— I 


— I 




l ... — I 


— I 


«2 


— I 




[ ... — I 


— 1 


I 


«3 


— 1 


... — I 
... — 1 


— I 


— I 


1 




[ . . . . a,t 



est/(i)— /(i). (M. RoBERTS, N. A., 694.) 
{Smet'Jamar, 64, SgS, 897.) 



33. Soient 



ail ... a\n 

• •• ••• ••• 



= R 



et a/;tle coefficient de a,;tdans R. Si Ton désigne parD Je déter- 
minant suivant : 






«12 ±«21 
«22 =t «jj 



• • • 



• • é m ••••••• 



airt ±: an\ Ctn2 ^^tn 



«l/l=t «/Il 



<^/ïn ~ «/i» 
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et par A le déterminant qu^on obtient en remplaçant dans D les 
quantités aïk par 7.iky on aura 

A = R»-«D. 

(E. Hdnyadi, N. a., 1416.) 

34. Si les éléments d'un déterminant persymétrique, d'ordre /i, 

forment une série arithmétique, de degré n — i,le déterminant 

est égal à 

±(A«-iai.i)«. 

( Studnicka, N. C, 200.) 
{Colart, 79, 200, ao4; 80, 23 1.) 

35. Si les éléments des diverses lignes, horizontales ou ver- 
ticales, d'un déterminant d'ordre /i, forment des séries arithmé- 
tiques, de degré n — 2, le déterminant s'annule. 

(Studnicka, N. C, 209.) 
(79, 209.) 

36. Démontrer que le déterminant 





ao 


a, 


«2 


a3 


«4 


«5 


ae a7 




«1 


CL%, -h tlo 


«3 


«* 


«5 


ae 


a7 




ai 


«3 -f- a\ 


a^-i- «0 


«5 


«6 


av 




G- 


a. 


«4 -H a% 

«6 -1- «3 


as-*- ai 
aj-h a% 


a? -4- ai 


«7 

ao 








«6 


«6 -+- <^\ 


a^ ■+■ a^ 


«2 


«1 


a© 






«8 


a-i-^-a^ 


«4 


«s 


'aj 


ai 


ao 




a^ 


«6 


«6 


«4 


«3 


a2 


ai ao 


est divisik 


lie par le déterminant 











s = 



aj — ao 



«3 



a3 — ai a^ — ao 



a* 



a4 

«6 



as 
ae 
a? 



Ûf6 

a? 



a^ 



a% a$ — ai ag — ao 
a5 — as ag — aj ay — ai — ao 

— a2 — ai — ao 

— a3 — a2 — ai — ao 
et trouver le quotient. Généraliser le résultat obtenu. 

(Farkas, n. c, 600.) 



ae — a^ ai — a^ 
ai — ag — «4 
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*37. Soit le déterminant 
/(i, i) o o 

/(2, i) /(2, 2) o 

/(3, I) /(3, 2) /(3, 3) 



i5 



/(a; — 2, i) f{x — i,i) /(a? — 2,3) 

/(ar— i,i) f{x—\,i) /(a?— ï,3) 

/(^, I) f{oo, 2) /(a:, 3) 



o 


o 


?(1) 





o 


Ç(2) 


o 


o 


?(3) 



tp(a7 — 2) 



f{x — i,x—'i) 

f{x—iyX — 2) /(a?— 1,37— i) ©(a?— i) 
f(XyX — 2) f(x,x^i) ©(a?) 

identiquement nul pour a? = a. Si l'on y supprime la a»*™« ligne 
et la a»*™o colonne, on forme un nouveau déterminant, qui, mul- 
tiplié par /(a, a), est identique avec le déterminant primitif. 

(E. Cesaro, N. C, 604.) 

38. Soient «o, «i, a^, ..., a^ des quantités positives quel- 
conques; Xi, Xj, . . ., X;j_i des quantités positives ou négatives, 
dont la valeur absolue est au plus égale à Tunité. 

Démontrer que le déterminant 



D„ = 



Xl«i ai-h«2 



o 



o 



Xjaj Uf-ha^ — Xaas 



o 
o 



o 
o 



o 
o 



o 
o 



o 
o 



o 
o 
o 






est nécessairement positif. 
{Baudran, 91, 24.) 

39. Démontrer que x — 2 est facteur de 



(NOVARESE, M., 680.) 









l 




m 


n 




l 




X 






-H 


* 


1 


H- 


— 








m 




/ 




n 


l 




m 








m 




n 


— 


-h 


1 




X 






-H 


— 


m 










n 




m 


n 




l 


m 




n 








1 


-H 


— 


— 


+ 


— 




X 






n 


n 




m 









et trouver les autres facteurs. (M., 820.) 
(Retali, 93, 172.) 



. I 
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ii-O. Démontrer que, pour trouver la dérivée d'un déterminant 
dont tous les éléments sont fonctions d'une même variable, il 
suffît de faire la somme des déterminants obtenus en remplaçant 
dans le déterminant proposé tous les éléments d'une colonne par 
leurs dérivées. (Picquet, J. M., 215.) 

{Colin, 80, 325.} 

41. Si l'on désigne par U la fonction du second degré à trois 

variables 

kx'^-^ k' y^ -\- Pi." z"*' -\- iByz -^ %B' xz 

-l-2B"iF7-H2Ga:-f-2G>H-aG''^ + D; 

par H le discriminant de cette fonction rendue homogène; par A 
celui de l'ensemble des termes du second degré; par a, a', a'', p, 
P', ^" les mineurs, qui dans A correspondent respectivement à 
A, A/, A'', B, B', B^'; enfin par V le déterminant 



p''^-P>+B'G'— B'^C-t-v/ïî p'a? — a^ -4- BG' —k'C 

a'^ -P7-+-AG'' -B'G pa: — p'^^H-BT/— BG -h /H 

p^ -«"j-hB^G — AG' oTx — ^'z-^k'C -B"G' 

ay _p''a7 + A''G'-BG* 
^"y — d'x ^-B'G''— A"G 

p'j-p^-hBG — B'G'+/H 
on a 

V = A v/HÛ. (TissoT, J. S., 289.) 

^•2. Si l'on désigne par U la fonction du second degré à trois 
variables 

kx'^ H- A>2 -h A"^2 -4- 2B^^ H- 7.B'XZ 

-\- 2 B''xy + 2 G a? -H 2 d'y + 2 Cz -4- D ; 

par H le discriminant de cette fonction rendue homogène; par 
Y, y', y" et A les mineurs qui, dans H, correspondent respective- 
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ment à C, C, G" et D; enfin, par W le déterminant 

A' /H B'/H-hf—^z B'v/ïî — f-4-A7 

B'^v/ïï — Y-^^z A' s/h b )/H'hy-^x 

on aura 

W = A«/hU. (Tissot, J. s., 291.) 

43. Un déterminant de l'ordre n a pour éléments de la diago- 
nale principale des nombres «i, «2> • • •> ^«î t^^^ les autres élé- 
ments sont égaux à œ. Démontrer que ce déterminant, égalé à 
zéro, représente une équation du degré n, ayant toutes ses 
racines réelles, ou toutes ses racines réelles moins deux. 

(De Longchamps, J. S., 298.) 
{Philastre, 92, 142.) 

Analyse combinatoire. 

kk. Dans un produit de n facteurs monômes, on ne peut 
échanger que 2""* — i fois les signes des facteurs, soit en tota- 
lité, soit en partie, sans changer le signe du produit. 

(N. A., 2W.) 
(Genocchi, 52, 453.) 

45. Soit 

z = aiXi-\- afX^-h aja?3-t-. . .+ a/»a7/ï; 

supposons que j?j, œ^, , . ,^ x^ puissent prendre respectivement 
mt, ^S) ...» t^n valeurs différentes; alors z aura au plus /Wj, 
/nj, ms, . . ., /n„ valeurs différentes, mais il peut en avoir moins. 
Dans quel cas? (N. A., 215.) 

{Moret-Blanc, 94, 43*.) 

46. Etant donnés m nombres en progression arithmétique, 
trouver le nombre de leurs combinaisons n k n, ayant la pro- 
priété que la somme des n nombres composant chaque combi- 
naison ne dépasse pas le plus grand des nombres donnés. 

(J. Sacchi, n. a., 80il..) 
ni. — Alg, Th. des nomb. a 
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47. On a une permutation entre les chiffres i, 2, 3, . . . , m. 
On connaît les quantités suivantes : 

(Ti, nombre de chiffres supérieurs à i, que le i a avant lui; 
<J2, nombre de chiffres supérieurs à 2, que le 2 a avant lui, etc. 

On demande : 

I** Quelle est la permutation; 2° d'indiquer la série d'opéra- 
tions à faire sur cti, o-j, ... pour trouver un chiffre de rang donné ; 
3** une formule donnant : i°le premier chiffre en fonction de Œj, 
^2> ^3> • • •> ^/rtî 2® le deuxième chiffre en fonction de ces mêmes 
quantités, etc. 

Nota, — Soit 38 217 456 une permutation de 8 chiffres, on a 

<Il =3, 0'2 = <T4 = (T5 = Je = 2, ffj = (Tg = O, CXy = I . 

(Brun, N. C, SW.) 

4-8. Soient A;;,^;^ le nombre total des arrangements des nombres 
I, 2, 3, . . ., m pris n k n\ Qm,n celui des arrangements dans 
lesquels aucun élément n'occupe la place assignée par sa valeur. 
Démontrer les formules 

^/n,n = Q.m,n "H ^«,1 Qm— 1,«— 1 + ^«,2 X'»— 2,«— 2 -+-••.-+- y^n,nQ.m—n,0 î 

(Neuberg, m., 278.) 
(Neuberg, 86, 253.) 

*49. On peut décomposer un polygone de m = (/? — 2)/i + 2 
côtés en n polygones de p côtés de 

(np — n)(np — n — i) . . .(np — a/n- a) 

manières différentes. (H. M. Taylor et Rowe, M., 333.) 

50. Dans une pile de boulets rectangulaire, quel est le nombre 
des points de contact de deux boulets? (E, Lemoine, M., 828.) 

{Soons, 94, 72.) 

51. Dans les piles de boulets : i*» triangulaires; 2** quadran- 
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gulaîres, quel est le nombre des points de contact de deux 
boulets? 

Le premier nombre n'est jamais un carré. Trouver dans quel 
cas le second est un carré. (E. Lemoine, J. E., 432.) 

{Sollertinskyj 93, 43.) 

52. Sommer les suites 

GA-+- ^^CJ + 33G3 -4-. . . + (/i - i)3Gr* -4- /i'C2, 
i-HGiGA-+-CfGJ + ...+ Cî+,Cr» + C?,+2C2, 
•2«H- gag;,., 2«-2-h GJGJ_j2«-*-+-. . .-h GgGg_p2«-2p + . . ., 

CJ indiquant le nombre des combinaisons de n objets p ^ p» 

(J. M., 385.) 

53. Trouver le nombre de manières dont on peut distribuer 
p objets distincts entre q personnes, de telle sorte que chacune 
d'elles ait un objet au moins. (J. M., 386.) 

{Jullien, J. S., 83, 127.) 

54. Dans un déterminant de Vandermonde 

1 1, a, a^j . . ., a»-*!, 
on remplace les éléments de la dernière colonne par a""''/'-*, 

Démontrer que le déterminant correspondant est égal au 
déterminant de Vandermonde multiplié par la somme des com- 
binaisons /? à />, avec répétition, des lettres a, 6, ...,/. 

(Vautré, J. S., 337.) 
{ff, Lebesgue^ 93, 286.) 

Binôme et coefûcients binomiaux. 

55. La somme des carrés des coefficients de (â: + i)'*, r étant 
entier positif, est égale à h. ..^ y les crochets désignant des pro- 
duits continuels. 



30 ALGÈBRE. — THÉORIE DES NOMBRES, ETC. 

Exemple : 
alors 
i»+3»-4-32.t.i«= i»^. 3. 4-5 6 ^ ^^ (Lagrange, N. A., 389.) 

(Combescure, 57, 296, 869, 375.) 

56. Nommons S un groupe quelconque de termes consécutifs 
dans le développement de (i — a?)', où l'exposant est négatif, ou 
bien un groupe quelconque de termes consécutifs à coefficients 
positifs dans le développement de (i-f-j?)', où i est positif; 
écrivons S sous la forme 07*2, S sera ou une quantité qui ne 
change jamais son signe quel que soit x, ou une telle quantité 
multipliée par un binôme du premier degré. 

La même proposition aura lieu pour un groupe quelconque 
de termes consécutifs dans le développement de Fexponen- 
tielle e^. (Sylvester, N. A., 811.) 

(Pellet, 68, 287.) 

57. La somme des carrés des coefficients de (^4- y)*'", pris 
avec des signes alternés, est égale, en valeur absolue, au plus 
grand de ces coefficients. (Rousseau, N. C, liS.) 

{Freson, 77, 86.) 

58. Si Ton désigne par nj^ le coefficient de a?* dans le déve- 
loppement du binôme (1 4- ^)'*, on a 

m=zk 
—— = > (— l)'«-^*/»A:-m'lAM-/«. 

«=1 

Ainsi, par exemple, pour n^=y, k =z3y on trouve 

35 34 V 

— — ^ =21.35 — 7.21-1-7.1. (Studnicka, n. C, 262.) 

(Freson, 77, 36 1.) 

59. En se servant des mêmes désignations que dans la ques- 
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lion précédente, on a encore 



m=n 






m— 1 



Par exemple, pour /i = 4» 

r7o^1'^5g2_^g2_^gj_, ^g^^^^^v^^ j^ g^ 263.) 

{Freson, 77, 362.) 

60. Si Ton pose 

n étant entier et positif, et 

So = S/l3y, Si =2/13^^-1, S2 = 2/13(74-2, 

parmi les trois nombres Sq, Sj, S2, il y en aura toujours deux 
qui seront égaux entre eux et qui différeront, du troiéième, 
d'une unité. (Graves, N. C, 270.) 

[79, 236(1).] 

61. Soit riy le coefficient de o?^ dans le développement de 

(l -t-a7)«. 

Démontrer les formules 

I ï / \« 1 ï II I 

/ij Ai2 -^ ô '^a — ..--<- (— l)'*"* -/ifl = H h«4-...H > 

20 n 2 /i 

/Ij 2/12+ 3/l3 . . .-!-( l)«(/l — l)/l„_i = 0. 

(M., 716.) 
{Greenstreet, 91, 236.) 

62. Trouver : 1° trois coefficients binomiaux consécutifs qui 
forment une progression arithmétique; 2<* quatre coefficients 
binomiaux consécutifs qui forment une proportion géométrique. 

Démontrer qu'il ne peut exister trois coefficients binomiaux 
consécutifs qui soient en progression géométrique ou en progres- 

(•) Voir aussi 79, 204. 
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sion harmonique, ni quatre coefficients consécutifs qui soient 
en progression arithmétique. (Schoute, M., Ikk,) 

{Soons, 92, 119.) 

63. Étant donné un nombre N quelconque du triangle arith- 
métique, si l'on considère : d'une part, la colonne des nombres 
situés au-dessus de N, et commençant à N ; d'autre part, la ligne 
où se trouve N et commençant à l'unité; la somme algébrique 
des produits deux à deux des nombres de même rang dans ces 
deux suites, produits affectés tour à tour du signe 4- et du 
signe — , est nulle. 

Si l'on remplace la colonne par la diagonale commençant à N, 
le théorème est encore vrai. (H. Picquet, J. S., 157.) 

{Picquet, 88, 172.) 



Développements de puissances ou de produits. 

64. Parmi les m quantités a^, a^, «3, . . . , a^, il y a p quan- 
tités négatives. Combien y a-t-il de termes négatifs dans le déve- 
loppement de («1+ «2 -H^sH-- • -H- û5,„)'*, n étant un nombre 
entier positif? (N. A., 28.) 

{Brocard, 75, 235.) 

65. Si l'on développe l'expression {i— 2aa: -h a-)"^ suivant 
les puissances de a : 1° le développement aura toujours un 
nombre impair de termes ; 2® les coefficients de la lettre ordonna- 
trice des termes équidistants de celui du milieu sont identique 
ment égaux; 3** si l'on égale à zéro ces coefficients qui sont des 
polynômes entiers et rationnels en a?, ils ont toutes leurs racines 
imaginaires lorsqu'ils sont de degré pair, et ils renferment, en 
outre, une racine nulle lorsqu'ils sont de degré impair. 

(EscARY, N. A., 1259.) 
(Moret-Blanc, 79, 32i.) 
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*66. a étant une racine m^*°^® de l'unité, on propose de trouver 
le développement de l'expression 

(Brocard, N. C.^ 3/ip6.) 

67. Dans le développement du produit 

(i — a)(i — è)(i — c)(i — d) ..., 
savoir 

I — a — b -\- ab — c -h ac -\- bc — abd—d-h,,,, 
quel est le signe du /i»^""® terme? (Catalan, N. C, 542.) 
[Cesàro, 80, 276 (*).] 

*68. Dans le développement de 



( 



1 3 



le coefficient de xp est 



(^)- 



(/n-hi)(7n-i-2)..,(mH-/?) 

(Cesàro, m., 857.) 

69. Trouver le coefficient du terme en xp dans le développe- 
ment suivant 

(H-a?-Ha72-Ha?3-f-...-t- a?»-*)*. 

(Fabre, J. m., 271.) 
(Andrieux, 81, 90.) 



(*) Voir aussi un Mémoire présenté au Congrès d'Alger (1881) de T-^^- 
sociation française pour l'avancement des Sciences : C.-A. Laisant; 
Sur le dés^eloppement de certains produits algébriques, 

(*) ^m+p-%,f représente la somme des produits p ^ p des m + p — i 
premiers nombres entiers. 
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*70. k étant un nombre entier, le coefficient de x^ dans le 
développement de 

I -h 07^ 

est 3Â:. (Catalan, J. S., 342.). 



DÉRIVÉES. - SÉRIES. - LIMITES. 



Dérivées et différentielles. 

71. Soient 
d'où 

on a 

f'^ est la dérivée de f{x) par rapport à x^ et ainsi des autres. 

(MÔBius, N. A., 189.) 
{Murent, 48, agS, 338.) 

72. Soit D'^tangcp la dérivée d'ordre n de tangcp; on a l'équa- 
tion symbolique 

D'itangtp =(Di+Do)»-i, 

c'est-à-dire 

D»-iDo + (7i - i)D'»-«Di -H (^—0(^ — 2) D„_3j)j_^ 
^ ^ 1.2 

où 

D^ = tangcp. 

Lorsque ai = i, le dernier terme doit être pris r= r ; alors 

DUangç = tang2cp4-i. (N. A., 566.) 
{De Virieu, Combette, 61, 434) 439-) 



DÉRIVÉES. — SÉRIES. — LIMITES. 25 

73. Soient les trois variables a?, y, z exprimées par les nou- 
velles variables w, v^ w, de la manière suivante 






^ ~ a2 H- i>2 ^_ (^p,i ' 

~~ W* -h P* -h W* ^ 

A et c sont des quantités constantes; il faut démontrer que 

dx^ H- dyi -h dz^ = P« du^ -H Q2 û?(^« -H R* c?»'», 
où 

Ptt = ar, Qp =:^, Rw = z, (Strkbor, N. A., 682.) 

{Hemming, 65, 554-) 

74. Soient 

/ cosô -h m sin6 coscp -4- n sin6 sincp 

-h/? cos*6 -t- q sin*ô cos'cp -h rsin*ô sin'cp = U, 

H j- H r 4- <^ = V. 



2/>-Htj^ 25r-4-i]; arH-ij; 

Il faut démontrer que Péquation résultant de Télimination de 
et de © entre U =o, -rr- =o, -7- =10, sera identique avec celle 

qui provient de Télimination de ^ entre V = o, -jr =■ o. 

(Cayley, N. a., 683.) 
(Laisant, 67, 473.) 

75. Soient ^r, j^, 5 trois fonctions d'une variable indépen- 
dante t, satisfaisant à la condition 

soient x', /', 2', a?", y", z'^ leurs dérivées, premières et secondes, 
par rapport à t. 
Les neuf quantités a:, y, z, x\ y\ js', x^ ^ y", z" vérifient 
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76- F « x> étant une fonction ralionneDc et eatSère du degré n ; 

Xj, Xj, Xj, x^ êtaint des valeurs qiielcc»nques de x en 

nombre/?, et p étant plus p-and que « -r i: enfin, /(j") repré- 
sentant le produit 

1 X Xj X X; '» X "''/ X 

on a toujours 

V -L_flL = c^ , MAiwEr, \- A-, 839.) 

^ i2X ' 

(fil. SSï.-^ 

77- On a 



* -* 






calcula' -f-- ^Btoojo. X, C-, 6k> 

CLT 



IjB&anU 7fi- 6i.> 



78- TrouTer les dérirèes des fonctions cinculaiies ioTcrscs 

arc ànx^ arc cosx, arc tangx 
s^appuTiBt seulement sur la définition de la déiiTée et sur 



j 
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les formules inverses de Taddition des arcs 

arc sin x -4- arc ûx^y = arc sin (a? v/i — y^ 4- y >J\ — x^ ) , 

arc cosa? + arc cos^ =arccos(ir^ — /i — x'^yj \ — y^)^ 

x-hy 



arc langa? H- arc tangj^ = arc tang 



(Arnaud, 80, 326.) 



i — xy 

(PiCQUET, J. M., 216.) 



79. Démontrer la règle de Leibnitz pour trouver la dé- 
rivée /i»*™e (j'un produit ap de deux fonctions de œ 

en démontrant que, si cette règle est vraie pour la dérivée 

d'ordre (n — i), elle est encore vraie pour la dérivée d'ordre n. 

Appliquer Ce théorème à la recherche de la dérivée /i'*™° de la 

fonction 

y = e^^cos(mx-^p). (J. M., 219.) 

(Arnaud, 80, 38o.) 

80. Trouver la relation qui existe entre trois dérivées succes- 
sives d'ordre quelconque de la fonction 

montrer qu'il ne peut exister de relation entre deux dérivées 
successives; la dérivée d'ordre/? est exactement divisible par la 
dérivée d'ordre 2/1-/7. Soi t /( a? ) une des dérivées de ( ^^ — i )'* ; 
y'(a?) Qlf''(x) étant les dérivées première et seconde de /(a?), 
la relation qu'il s'agit de trouver aura la forme 

kf(x)-^'Rf(x)-^Of{x) = o\ 

chercher s'il existe d'autres fonctions entières du même degré 
vérifiant la même identité. (L. Lévy, J. S., 118.) 

(Bourgarely 87, 260.) 

81 . Si l'on pose Aq =i sin o?, Ai =: sin ^ — x cos a?, puis si l'on 
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calcule Aj, A.3, . . . par la formule de récurrence 

A„ est de la forme U„ sin j? ■+- V^coso:. Démontrer les propriétés 
suivantes : 
1° On a 

xA%— 2/1 AJjH- xAfi = 0, 

les accents indiquant des dérivées; 

2° La fonction A„ s^annule pour a: 1= o ainsi que ses 2 n premières 
dérivées. Quelle valeur prend alors la dérivée d'ordre 2/1 + 1? 

3® Écrivant U;,-f-iV„=P„, puis faisant ^=:ij, P„ est un 
polynôme en y k coefficients réels et de degré n 

P„ = «0 J^" -^- «1 J^""* H- ... -4- apy^-P -f- . . . 

H- a«r P« — 2(j^ -h /i) P; -h a/iP« = o, 

puis on en conclut 

I i .2.3. , .(n-^- p) 

^ 2.P 1.2. ..(/i — p)y 1.2.../? 

Up est entier. (Hermite, J. S., 154..) 
(Berthon, 90, 88.) 

Séries numériques. 

82. On a 

(Catalan, N. A., kSil.) 
(De Virieu, Genocchi, 59, i25, 161.) 

83. On a 

log2 = 4( + -4 1 î h -^3— -7 — ? H-... ). 

\i.2.3 5.6.7 9.10.11 i3. 14. i5 / 

(EuLER, N. A., 572.) 
[Prinz, Le Taunéac, 61, 284, 366, SgS (*).] 

(*) ï^oir aussi 61, 266. 



• • • • 



DÉRIVÉES. — SÉRIES. — LIMITES. 29 

Sk. Démontrer la formule 

[Catalan, N. A., 929 (»).] 

85. Démontrer que v/5 est égal à la limite du rapport des deux 
séries 

I I I I III I 

• • . CL 
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dans lesquelles chacun des dénominateurs est donné par la 
relation 

(Ed. Lucas, N. A., 1248.) 
{Moreau, Catalan, 78, i36, 252.) 

86. On a la série rapidement convergente 
3 — v/5 I I I I 



2 3 3.7 3.7.47 3.7.47-2207 **"* 

dans laquelle chacun des facteurs du dénominateur est égal au 
carré du précédent diminué de deux unités. 

(Ed. Lucas, N. A., 12W.) 

(Moreau, Catalan, 78, i38, 262.) 

87. Démontrer que y/S est la limite du rapport des deux séries 



I 


I 


-+■ 


I 


-+- 


I 


+ 


I 


-H 


I 


I« 


2« 




6« 




i3* 




34» 




89* 


I 


2 




3 




4 




5 




6 


_ 


^__ — . 


-f- 


— - 


i_-_ 




-H 




^^ 




l 


3 




8 




21 




55 




144 



• . . • 



(Ed. Lucas, N. A., 1322.) 
(Krantz, 82, 419*) 



(«) Cette formule est due à M. Bauer (/. de Crelle, LVI, p. iio). Voir 
N. C, 75, 373, une Note de Catalan. 
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88. Trouver la somme des termes de la série 



I 



,2 i2h-i2 i2_^i2_i-aî il^-|2_^22-h:i3 

I I 



1 2 -i- i2 H- îi* -+- 3* -t- 5=» I ^ H- 1 -^ -+- 2* -h a^ -4- 52 -4- 8^ 

(Ed. Lucas, N. C, 4%.) 
{Mangon, 80, 4 18.) 

89. Démontrer que la série 

1.2 2.3 3.4 



3.4.5.6 4'5.6.7 5.6.7.8 

est convergente et a pour somme -• (Neuberg, M., 27.) 
(Fouquet, 80, 76, 139.) 

90. Démontrer que 

(7c* — 6ir5 + 3o7r* — 60 ir). 



i*.3* 5*. 7* 7*. 9* ' ••• i536 

(Barniville, m., 906.) 

*91. Étudier la série 

I I 1.3 1.3. . .2Ai — 3 

H ^ -H T : — z-T 4- 



2.3 (1.2). 2*. 5 (1.2, 3). 2^. 7 (/l!)2'*(2/H-l) 

montrer qu'elle est convergente et que sa valeur égale 2 — y 

4 

(Roux, J. S., 220.) 



Séries. — - Sommations. 

«y» /yt /y* 

(N, A., 557.) 



{De Virieu, 61, i35.) 



(*) Énoncé reclidé; voir la solution de M. de Virieu. 
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I 

93. Si 



on a 



00 



P 
1 



On prend pour p tous les nombres entiers positifs de i à oo. 
Faisant 



r = <s = f 



on a 

•2 



2i^ = îr-(*^S^)'- (EuLER, N. A., 571.) 



{Dellacy 61, 875). 

9k, Trouver la somme des séries suivantes : 
i« 



I . '2 . 3 . . . /l 



dans laquelle <p(w) est un polynôme du degré p. 

où Ton a 

y(7i) = (/n-a)(/n-a-f-i)...(7i4- a-\-p)i 



1 



et où <p(/i) est un polynôme au plus du degré {p — i). 

(Dàrboux, N. a., 853.) 
(Pellet, 70, 417.) 

95. Si l'on désigne par n un nombre entier positif, et par D„ 
la différence des puissances /i»*"»" ^q^ racines de l'équation 

x^-hpx-^ <7 =0, 

on aura, à partir de n=z 2, 



I 1 1 . ^ 



_ (n-4)(/i~5)(/i-6) _, 

1.2.3 ^ 



. .. xDi; 
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le développement s'arrête, pour une valeur particulière de /i, au 
dernier terme qui ne s'évanouit pas. (Baehr, N. A., 968.) 

{Bignon, 71, 5i5.) 

96. Déduire de la formule de la question précédente la relation 

n — % , (n — 3)(7i — 4) 

1 1.2 

(n-i)(n-5)(n-6) 

- • - ^ -T~ • • • . 

1.2.3 

(Baehr, N. A., 969.) 
(Bignon, 71, 5i5.) 

97. Trouver la somme de la série 

cos^cp— -cos*3<p -h ^ ces* 3*9 — ôicos'3'cp -4- 

(Laisant, n. a., 987.) 
(Rumpen, 72, 232.) 

98. On a 

a b c 



I = 



a-hi (a-hi)(6-hi) (aH-i)(6-hi)(cH-i) 



• • • > 



quels que soient les nombres a, 6, c, . . . , pourvu que le second 
membre forme une série convergente (ce qui a toujours lieu, 
si a, bfC, , , , sont des nombres positifs croissants par exemple). 

(H. Laurent, N. A., 1181.) 

(Barbarin, Catalan, 76, i35, i8o; 78, 256.) 

99. (JL étant une quantité positive quelconque, 

y r l + _i_ + _L_1 = /. 

-^d L [X -H 2« — 1 (X-H2'* fJl-h/lJ 

(Catalan, N. C, W.) 



n=l 



{Laisant, de Tilly, 75, 232.) 
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100. Vérifier la relation 

X x^ x^ a?' 

a: -h a?' -H a?* + a?* -+-... = 



I — X i — a?3 1 — a?* i — a;' 

/pli /pis /pl5 x^'^ 



{Catalan, 77, 4i8.) 



101. Démontrer que 



I — a?** I — a?i3 , — -pis i-i-a?*"' 

/pl9 /pîl /pîS 

I — a?i* I — a?'i n-a7*3 

(Catalan, N. C, 106.) 



I'» 


-H 


2 


m 


H- 


3'« 

1.2. 


3 


-H 




^A» 




I 


I, 


.2 


I 


. ^ . 1 


4 



-h. . .= ne 



m, n étant des nombres entiers. 



Exemples : 
















I 

I 


4- 


2 

1.2 


-H 


3 

1.2. 


3-^7 


4 




• 2 . • ^i 




1 


-+- 


2» 
1.2 


-H 


3> 

1.2. 


3-^, 


4» 




.a. 3. 4 




|3 

1 


-4- 


23 
1.2 


-t- 


33 
1.2. 


3-^7 


4' 




.2.3.4 




I 


-H 


2* 
1.2 


4- 


3* 

1.2. 


3-^7 


4* 




.2.3.4 



~r" ... ^— c, 

I ... — 2 6, 
~T~ • • . — — 3 C , 

-h. . .= i5e. 

(DoBiNSKi, N. C, 343.) 
(Fresojiy Le Paige, 78, 220, 287, 329, 383; N. A., 85, 38.) 

(«) La variable x est, bien entendu, comprise entre — i et +1. Le terme 
général, dans le second membre, étant représenté par ± -^^ les fac- 
teurs premiers de n sont impairs et inégaux : le signe + répond au cas où 
ces facteurs sont en nombre pair. {Note de l'auteur.) 

III. — Alg. Th. des nomb. 3 
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102. On a 






(Catalan, M., 267.) 

Séries. — Convergence ou divergence. 
103. Démontrer que la série 



1.2.3. ..71 2.3.4. . «(/n-i) 3.4.5. .. (/i -H 2) 
est convergente et a pour limite 



(/i — 1)1.2.3. ..(/i — i) 
CeJa donne la formule 



I 



en désignant par AJ"*"* le nombre des arrangements de (/i + 1) 
lettres n k n. (Vannson, N. A., 461.) 

{Bouterg, 59, 242, 273; 60, 34; 61, i55.) 

^lOi-. Soient a^, «2» ^53, ... des nombres qui tendent, en 
décroissant, vers zéro, et 61 > b^^ b^, ... des nombres positifs 
qui croissent toujours. Démontrer que, si la série 

«1 ^1 + «j ( 6j — bj) -i- «3 ( 63 — 62 ) "H . . . 

est divergente, il en est de même de la série 

(ai — ai)bi-h(ai — az)bi-\-{az—at,)bi-h 

(CesÀro, n. a., 1584). 

*105. Soit Ml 4- «2 + M3 -h . . . une série divergente dont les 
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termes tendent, en décroissant, vers zéro. Démontrer que, si la 
série 

est convergente, la moyenne arithmétique des n premiers 
nombres e ne peut avoir d'autre limite que zéro, lorsque n croît 
à rinfini. (GesIro, N. A., 1585.) 

106. Si les nombres m,, Wj, W3, .... «„, continuellement crois- 
sants, tendent vers une limite finie, la série 

Wi — M2 -H W3 — M4 -H . . . liz M/i ip . . . 

est indéterminée. (Catalan, N. C, 360.) 
{Bombledy 79, 5^,) 

107. I. La série «j -h «2 -H "s H- • • • > où 

V^a;i = i — k{\ogn : ^), 

est convergente si k est supérieur à i, divergente si k est infé- 
rieur ou égal à I. Les logarithmes sont supposés népériens. 

IL Si oLn tend vers zéro avec (i : n), la série 

2(1- a;, )« 

sera convergente si le rapport {nain ! logn) tend vers une limite 

supérieure à i, quand n est de plus en plus grand, divergente 

si ce rapport tend vers une limite inférieure à i, ou s'il tend 

vers l'unité, en lui restant sans cesse inférieur. 

(Jamet, m., 760.) 
(Cesàro, 92, mS.) 

108. La valeur de la série 

cil €1% d^ 



ai4-i (aiH-i)(a2-h a) (aiH-i)(a2-H0(^3 + ï) 
est I, si le produit 

(a, -f- i)(rt2 -H i)(a3 H- • • • 
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est infini) ce qui a lieu, en particulier, si la série à termes positifs 

ai-f- aj-H aa-h. . . 
est divergente. 

La série précédente est convergente si le produit est nul ou 

indéterminé. (H. Laurent, J. M., 210.) 

{Lestoquoy, 80, 187.) 

109 . Soit la série 

X x(x->r\) 

H h 



x-\-p-^i (37+/? -M)(a7-4-/>-|-2) 

a7(a? -h i)( a? + 2) . . . (a? H- /i) 



{X'\-p-\-i){x-\-p -4- 2) . . . /l-H/?H-/H- I 

On demande d'établir que cette série est convergente quand/> 

est positif, divergente quand /> est négatif, et de déduire de la 

considération de cette suite une démonstration du théorème de 

Duhamel. Examiner aussi le cas intermédiaire où/? =0. 

(J. M., 218.) 
{Haure, 80, 4o3.) 

110. On demande si la série 

2/» 3/» 4m ^w 

IH H -H 



I ifn-^P ^m-^p (n — l)m+P 

est convergente. 

On pourra appliquer le théorème qui permet d'employer le 
I 

rapport ' ^ comme caractère de convergence. (J. M., 358.) 
{Cadot, J. S.,, 82, 98.) 



Séries récurrentes. 

111. Soient A„, A„+i, A^+j trois termes consécutifs d'une 
série récurrente. Si l'on forme la série qui a pour terme général 
AnAn+2 — A^^j, elle est aussi récurrente. 

(Fouribr, N. a., 14.1.) 

{Tardy, 54, aS; Brioschi, 55, 20.) 
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112. Soit 

Tn+j = et T^-i-i — b Tn, 

équation caractéristique d^une série récurrente; on a 

TU,-aTnTn^x-\-bl\ _ 
r z^ const. 

(EuLER, N. A., 24.1.) 

[Loxhay, 52, 4^*4; Brioschi, 55, 20 (*); Genocchi, 61, 53.] 

113. Soit 



rt+2 



= aT;i4.i-4- T„, 



équation d'une série récurrente. Les deux premiers termes 
étant I et 3, aucun terme n'est un carré, à Fexception de i. 

(EuLER, N. A., 24-2.) 

(Faure, 53, i6i, 336; Genocchi, 61, 54.) 

114. Soit la série récurrente 

0, I, I, 2, 3, 5, 8, i3, 2r, 34, ..., 
telle que 

Un+2 = W/t-i-i -+- Un î 

trouver la somme des n premiers termes de la série 



1.2 1.3 2.6 3.8 Un-i-lUn-\-3 

(Ed. Lucas, N. A., 1329.) 
(Arnaud, 80, 467.) 

115. Trouver la somme des inverses des termes de rang pair 
ou de rang impair de la série de Lamé. 

(Ed. Lucas, N. C, 141.) 
(Catalan, N. A., 78, 253.) 



(*) Nous recommandons tout spécialement au lecteur le remarquable 
article de M. Brioschi concernant à la fois cette question et la précédente. 
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Séries. — Propriétés et questions diverses. 
116. Soit 

, . X x^ x^ 

<p(a?) = H- H- — — H-.. .-h -h..., 

* 1.2 1.2.3.4 1.2. ..2/1 

X X^ x^ 

^ 1.2.3 1.2.3.4.5 I.2...2/H-I 

on propose de démontrer qu'en faisant successivement 

?s(a:)= ^[<pi(a?)-"3cpj(a7)], 
?4(a?)=^ [?2(a:)-5cp3(a7)], 



fonction <p/(.2;) ne contiendra que des puissances positives de 
la variable et d'en trouver l'expression. (Hermite, N. A., 795.) 

{De Grossouvre, 67, 874.) 

117. Si po) Pi) Piy .••, ^o> 9i) ^2> ••• sont des nombres 

entiers, tels que ^— ait une limite finie ou nulle, la limite de la 

^^ 
série 

Pq Pi , P^ 



qo qoq\ q^qiq% 

est une quantité incommensurable. (De Morgan, N. A., 801.) 
{Pellet, 67, 372.) 

118. Chercher les séries telles que, si l'on met le rapport 



Un 
Un 
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SOUS la forme 



I 

9 



i-h a 

nd soit constant et égal à k. Montrer qu'on peut trouver la 

somme des p premiers termes de ces séries. Retrouver la règle 

de convergence connue, ainsi qu'une limite du reste. 

(Darboux, N. a., 854.) 
(72, 280.) 

119. Démontrer que le produit des deux séries 

' T I I 1.3 . I 1.3.5 , 

- a? H 7 — 7 ^* H -z — 7-1: a?^ -H . . . , 



a a H- 2 2 a4-4 2.4 aH-6 2.4.6 

1 1.3 ^ 1.3.5 , 

I -h - a? H 7 x^ -{ -—x a?3 + . . . 

2 2.4 2.4.6 

est 

'fi 1 """^'r I (^ + ')(^ + ^) ^o I (^ + i)(^-H3)(a + 5) ^, ^ ] 
a|_ aH-2 (a-h2)(a-h4) (aH-2)(a-i-4)(a-+-6) *"J 

(Hermite, n. a., 950.) 
(Callandreau, 71, 33o.) 

120. Démontrer l'identité suivante 



1 



[i — 2(a-H6H-c-t-...)a?4-(a-h6-t-c-t-...)(aA*+6B«-i-cG*-4-...)j * 

"^-^^ a ! p ! Y !.. . 2a+P+Y+- 

^a-Hp-i-Y-4-...(a.î_ A2)«(a?«— B«)P(a72-- C2)Y. . . 



X 



û?a7a+P-^Y-^-- 



les sommations s'étendant à toutes les valeurs entières et posi- 

tives de a, p, yet a! étant supposé devenir égal à i, quand a=zo. 

(F. DiDON, N. A., 1062.) 
{Escary, 77, 281.) 



(-i) 



m 



121. La diflférence entre ( iH ) et e est comprise entre 

6 6 

et j quel que soit m, (N. A., 1098.) 



im-\- I im -h 
{Moreau, 74, 6i.) 
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122. On calcule une suite de fonctions, diaprés la loi 

en supposant w, = x. Démontrer la formule 

ex — I == i^j ^_ ^j _|- j^j 4_ j^j _4_ ï^j ^ ££3 _4- 

(Cesàro, N. a., 1583.) 
{Audibert, 92, 35*.) 

*123. Quelles sont les séries dans lesquelles la somme des 
carrés des 2 /n- i premiers termes est égale à la somme des 
4/1 -h I premiers termes? (Ed. Lucas, N. C, 145.) 

124. Trouver la relation qui existe entre les coefficients des 
diverses puissances de œ, dans le développement de 

et les coefficients de la série 

Ejip' £4^?* ... 

seca? = Eo = 1 -r—, — ... (*). 

1.2 1.2.3.4 



(Ed. Lucas, N. C, 390.) 



♦125. On a 



Ki)"'-(^ 



I 5\ * / 1 5 9 



2 



2 / \ 1.2.3 




= I-|-|2Ja?H-l2 2Ja?«-hl2 2 2|a?3-H.... 
1/ \ I .2 / \ 1.2.3 

(Gauss et Gayley, N. G., 481.) 



C) Voir t. III (1877), p. 279, la solution de la question 212. 

{Note de M, Catalan,) 
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126. Trouver le coefficient de aP, dans le développement de 
• (Catalan, N. C, 551.) 



I — e'^.v 



{Radicke, Leinekugel, 80, 281, 283, 332.) 

127. Etant données deux circonférences C et C tangentes 
entre elles, et une de leurs tangentes extérieures AB, on mène 
une circonférence C/ tangente aux deux circonférences propo- 
sées et à AB, puis une circonférence C^ tangente à G, à C* et 
à AB et ainsi de suite. On propose d'étudier les séries formées 
par les rayons de ces circonférences successives et par les sur- 
faces des mêmes cercles. On donne AB = 2a etAG = R. 

(J.M.,217.) 
{Godard, 80, 4oi.) 

128. Etudier la série 

X x{x — i) x{x — \){x — 2) 



12* 3» 

(J. M., 309.) 
*129. Soit la série 

• « (/l-f-2)(7l-4- 3). ..2/1 ^^, 

^ • «3 • • • fC 

qui est convergente, si Ton suppose x <,j* 

On demande de démontrer que Ton a, pour toutes les valeurs 
de Fexposant co, 

I a)(a)-4-3) a>(a) -H 4)(t*> -*- 5) , 



(I— ^)^ 1.2 1.2.3 

ti)((*) + n-f-i)(a)-+-Ai-+-2)...(a)-h2n — 1) 



x^ 



I .2. . . n 

(Hbrmite, J. s., 255.) 



4a ALGÈBRE. — THÉORIE DES NOMBRES, ETC. 

Questions de limites. — Formules et propriétés. 
130. Si m =/)' — q^ la suite des fractions 

V V " a-^pb ' V " a'-^pb' ' 

converge vers \fm, quelle que soit la fraction initiale -T\ni^ p^ 

7, a, b sont des nombres entiers positifs donnés. 

(Prouhet, N. a., 265.) 
(Thiolier, 53, 169.) 



131. Soient 



i 

JL 

3:3 = (/? H- //>2-H^iP2)*, 



Xn = {p-^ >/p^^qOPn-iY\ 



p et q sont supérieurs à zéro; démontrer que : 

I® Les termes x^, j?,, x^y . . ., ^„ vont en croissant; 
2® ^J+ ^J_i — 2/? est une quantité positive; 



«-Ï 



3® œiX^x^ . . . ;r;,_2 n'est pas inférieure à — = (2/?) ' ; 



40 Xn ■— ^«-i < 



(2/i-i)J 
2 ♦ 



zl+MVV-î!.^ . 



(i 



(Berquet, 67, SaS.) 



2/> y V8/>V 

(Grunert, N. a., 447.) 



132 



. lim ( 1 H. ..H ) = /.2( pour n infini). 

\n-\-i n-h2 in) ^^ 

(Catalan, N. A., 458.) 



{Cornet, 58, 463; 59, 66, 147, i5o.) 
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133. Soit une fonction f{x) quelconque, finie et continue 
dans. Pin tervalle àe a k x. Insérons, entre a et a:, n — i moyens 

n / (X) 'f^ / f 0c\^ ^ / / Cc\ ^~ ' 

géométriques a i 7 — j a 4 / f — j > • • -, « i/ ( — ) > et dési- 
gnons par M^ la moyenne arithmétique des valeurs 

D'un autre côté, insérons n — i moyens arithmétiques 

X — a i{x — a) (n — i)(x — a) 

a H y CL H > • • •> Of -\ > 

n n n 

entre a et a? et désignons par Ma la moyenne arithmétique des 
valeurs 

fl^ ■ ^ — ^ \ ^r^ . (^ — i)(a? — a) 1 

/(a) A^-^-ir) ^y-^ n J m 

, , •*., — — J • 

a X — a (n^—i)(x — a) x 

a-\ a-h- — 

n n 

Lorsque n tend vers l'infini, le rapport -z-jz — tend vers une 
limite complètement indépendante de la fonction/; cette limite 

est (F. DiDON, N. A., 1056.) 

œ — a 

{Moret-Blanc, 72, 4690 
13&. Soit, pour n infini. 



Un 



dans une série à termes positifs. Démontrer que 

V yUiU%Ui..,Un 

(Cesàro, n. a., 1577.) 



( Servais, 91, 8*.) 
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135. Si lim/i^a„ = a, pour n infini, on a 

lim/i^ ya,a^a^,,,an = ae^, 

(CbsàRO, N. a., 1578.) 
{Servais, 91, 9*.) 

*136. Si les nombres positifs aj, «j, «3, ... sont tels que Ton 
ait {an — w) = a pour n infini, on aura également 

n 

lim-î=^^j V^aiaîa|...a2 = c«. 

(Cesàro, n. a., 1579.) 

*137. Si, dans la question précédente, on fait 

6rt — — ( «1 H- aj -4- as + . . . -f-a/i ), 
n 

on a 

R 

(Cesàro, N. A., 1580.) 

*138. Démontrer que, si le rapport d'un terme au terme pré- 
cédent dans la succession ai, a,, ^3, ... tend vers une limite 
finie et déterminée A*, on a, pour n croissant à Tinfini, 

«1, Wj, M3> • • • étant les termes d'une série convergente quel- 
conque dont la somme est s. (Cesàro, N. A., 1661.) 

139. Si le nombre des variations de signes^ dans la suite 
I, 00807, cossia?, cos3a7, ..., cos(7i — 1)37, 

est Vny le rapport — a pour limite-» quand n croît indéfini- 
ment. (J. Konig, N. C, 487.) 
{Radicke, 80, 82.) 
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IM. Désignons par 

Mo -i- Ml H- Mj •+- • . . 

la série binomiale 

P P(P — ï) . 
i-H ^ a? -H ^-^^ a?* 

1 1.2 

Démontrer que le quotient 



Wo H- Ml H- Mj -h . . 



a pour limite (i : /i), lorsque p augmente indéfiniment; p est 
supposé moindre que n, et x positif. (Neuberg, M., 277.) 

{Cesàroy 86, i6i.) 
l&l. Démontrer que, pour n croissant indéfiniment, 

lim ^ V y ^/ \ /t / ^ (a-^i)P-^\ — aP-^i ^ 

n JD-+-I * 

(Catalan, M., 342.) 
( Van den Broeck, 85, 43.) 

142. Démontrer que l'expression 

/l -4- /ï -4- /3 -4- . . . -t- /^ 

tend vers ^> quand n croît indéfiniment. 

(TroÏlle, J. s., 208.) 
{Plamenewsky, 90, 179.) 

Questions de limites. — Problèmes. 

143. Aux. deux extrémités d'une droite AB on élève deux 
perpendiculaires AC, BD de longueurs données; puis on insère 
entre AC, BD un certain nombre p — i de moyennes géomé- 
triques, et on les dispose entre AC et BD parallèlement à ces 
deux lignes et à égale distance les unes des autres : en unissant 
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par des droites les extrémités m, m', m!\ . . . d ces parallèles, 
il en résulte un polygone PiCmm! m^ . . . DB, qui devient (à la 
limite pzzico) un trapèze curviligne : trouver la surface de ce 
trapèze. (Vannson, N. A., 459.) 

{Ver nier, 59, i48.) 

144. Soient p et q deux nombres donnés; pi la moyenne 
arithmétique, qi la moyenne géométrique; p^ la moyenne 
arithmétique de />!, qi] q^ leur moyenne géométrique, et ainsi 
de suite, de sorte que Pn+i} qn+i sont les moyennes arithmé- 
tique et géométrique de />„, ^„. On demande de déterminer la 
valeur de p„ et de démontrer que p^ = q^» (Gauss, N. A., 609;-) 

(Colot, 62y 5y.) 



145. Soit une série de paires de quantités, a,, ^i; aj, 6,; 
^sy ^3 5 • • •? l^s a étant plus grandes que les b, dont la loi de la 
formation est la suivante 

Ux = Ctx—l ~t- bx—\ ) Ox = ûfar-i y 

il faut cherciier la limite du rapport — lorsque x devient infini. 

c?x 

(Strebor, n. a., 692.) 
{De Saint-Prix, 64, a6o.) 

146. On prend la moyenne arithmétique pi et la moyenne 
harmonique qi de deux nombres donnés/) et q; 

Pi= — - — , qi= ^, 



a p-^q 

On opère de même sur p^, q^; puis sur p^, qt, et ainsi de 
suite, de telle manière que 

Trouver Texpression générale de /?„ en fonction de /> et q\ 
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montrer qu'on a 

Pi>Pi>P3>'">\/pq et qi<q2<qi<»..<)/pq. 

(Ed. Lucas, N. A., 1325.) (*). 
{Mathieu, 79, 629.) 

147. Trouver la limite de l'expression 

- V^(/H-l)(/l-+- 2). ..2/1, 

lorsque n augmente indéfiniment. (Làisant, N. C, 546.) 
(Cesàro, Fauquembergue, 80, 278, 280.) 

148. Vérifier que 
2a? 3a?' 4^* 



I — X 1 — a?* I — x^ I — a?* 

I a? a?' a?' 



(i--a?)2 (i_a72)« (i__-|?3)2 (i__ajV)s 

Quelle est la limite commune? (Catalan, M., 218.) 
(Cesàro, 85, 182.) 

149. a^ étant un nombre inférieur à Tunité et P, Q désignant 
les produits indéfinis 

(i — a:)(i — a:3)(i — a'S)(i — a:?). . . , 
(H-a?)(i4-a?«)(n-a?3)(i-l-a?*)..., 

1° Le produit P . Q = i . 

2° Le produit indéfini P, dont tous les facteurs sont moindres 
que I, a une limite positive. 



(•) M. Lucas ajoute : « Il est probable que c'est là la méthode employée 
par les anciens, dans l'approximation des racines carrées ». 

(Note de la Rédaction.) 
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3^ Le produit Q, dont tous les facteurs surpassent Punité, a 
une limite (*). (M., 790.) 

{Cesàro, 94, 194.) 

150. Trouver, sans appliquer la règle de UHospital, la vraie 
valeur de l'expression 

n(n -4- 1) 



2 



a?" — nx^-^ — (/i — i)a7'*-'.. . — ix — i 



X — I 

pour a? =: I. (De Longchamps, J. S., 7.) 
{Grijffon, 83, 9.) 

*151. Trouver, pour ai = 00, la limite de 

L(/i!) 

— ^^— ^-^^ • 

n Ln 

(De Longchamps, J. S., 388.) 

Nombres de Bemoulli et d'Euler, et nombres analogues. 

152. On a 

/(0-/(3)-H/(5)-...±/(2Ai-i) = ±i/(£-t-2/i) + const., 

/(2)— /{4)-H/(6)--...±/(2n) = ± i/(e-i-27i-hi)-Hconst., 

pourvu que Ton remplace les puissances de s par les nombres 
d'Euler correspondants, définis par la relation symbolique 

(s -f- i)P -1- (e — i)P = o, (/? = I, 2, 3, . . .). 

(GesIro, N. a., 1444..) 



(') Avec la Théorie des fonctions elliptiques, ces propositions sont évi- 
dentes (et connues). 
Peut-on les démontrer par les Éléments d'Arithmétique ou d'Algèbre? 

{Note de la Rédaction.) 
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153. Les nombres de Bernoulli et d'Euler, définis symboli- 
quement par les relations 

(B4-i)P— Bp = o, (eH-i)p_H(e^i)P = o, 
satisfont aux relations symboliques 

(aB-f- j)P = (2 — 7.P)BPy 

(4B -i- i)P = (i — 2P)Bp — pzp^i, 

(4B H- 3)P = (2 — 2P)Bp H- jDSp_i. 

(GesIro, N. a., 1446.) 

*154. Exprimer Sg/n-i en fonction linéaire des carrés de Sj, 
Sj, . . ., S„. (Ed. Lucas, N. C, 194.) 

*155. Exprimer le produit S^S^^S^ en fonction linéaire des 
sommes S. (Ed. Lucas, N. C, 195.) 

*156. Trouver la somme des inverses des nombres de Ber- 
nouUi, et la somme des inverses des nombres P. 

( Ed. Lucas, N. C, 196.) 

157. Démontrer la relation suivante entre les nombres de 
Bernoulli : 

(a/? — 3)(2/? — i) p 

(ip — 5) (2/? — 3)(2/? — l)(2p — l) _^ _L Bl I 

-4- • : -j / c ^2p— 3 -H ... H = 7 7 

I.2.i.4.5 1.2 'ip{ip-\- l) 

(Le Paige, n. c; 380.) 
158. En posant 

Trt= — T'^+ 5«_5/t_|_ 7«_.. .-f-(— i)a:(2^ — l)'î, 

on a, pour /i impair, 

(— l)^4T;t = (£-i- 2ar)« — (e — 23?)'», 

III. — Alg. Th. des nomb. 4 
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pourvu que Ton remplace les puissances de s par les nombres 

d'Euler correspondants. 

Trouver la formule analogue pour le cas de n pair. 

(Radicke, N. C, 561.) 
(Cesàro, 80, 4i5, 46i, 468.) 

159. On a 

iH h- -h... H — = ln-\- l ( î )-ho, 577511 5664..., 

2 3 n \ 71/ ' 

pourvu que Ton substitue, aux puissances de B, les nombres de 
Bernoulli correspondants, définis par la relation symbolique 

(B H-i)p— B/» = o. 

(Cesàro, n. C, 574.) 

160. Les nombres définis par l'égalité symbolique 

(B-hï)P—BP = o 
satisfont à la relation symbolique 

(B -4- B)P -h jdBp-1 -h(p — i)BP = o, 

(Gesaro, n. c, 575.) 

161 . Les nombres définis par la relation symbolique 

(B-i-i)p— Bp = o 
satisfont à l'égalité symbolique 

{iB-hi)P = (iB-hi)p, 

si p est pair. Chercher la formule analogue, dans le cas de/? im- 
pair. (Cesàro, n. g., 577.) 



162. On a 

(S-f-B)P— Bp 



nSP-^—SP. 



P 



à condition de remplacer S^ par i ^"^ + 2* h- 3* -f- . . . -f- /i^ et de 
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substituer aux puissances de B les nombres de Bernoulli cor- 
respondants, définis par la relation symbolique 

(Cesaro, N. C, 579.) 
163. Si, dans les relations 

(2B-+-l)P =(i — 2P)Bp, 
(4B+i)P -i-(4B-4-3)/' =2.(2B-+-i)P, 
(4 B -+- i)2p -+-(4 B -+- 3)2P = (2 B -h i)2p, 

on substitue, aux puissances de B, les nombres de Bernoulli 
correspondants, symboliquement définis, par la relation 

(B-f-i)p— Bp=o, 

on obtient des identités. (Cesàro, N. C, 592.) 

164.. On considère les nombres définis symboliquement par 
les égalités 

(£-M)P-i-(e--i)P = o, 
(B-hi)/' — Bp = o. 

Démontrer les relations symboliques 

Ep = (4B + a)p + J-Gp,j(4B -t- 2)P-« -+-iCp,^(4B + 2)P-*-f-..., 
2/>ep_i = (4B + 3)P — (4B-M)p, 
— jo£p_i = (4BH- i)P-H(2P — a)Bp(i). 

(Cesàro, N. C, 593.) 

165. B^ désignant le /i'«™® nombre de Bernoulli, démontrer 
les relations suivantes 

Gj/i,jBiB„_i-4- Gjrt,4B2Brt-2-^- • '-r- G2/i,2/tB,i_iBi = (in-^ OB^, 

G2/n-2,2Bi — C%n+%,k B2 -4-. . .± G2n-+-2,2rtB« = /l, 
G2/i-t-l,l B G2/i4-l,5 B2 -f- . . . ifc: G2/H-l,2»-l B,t = 4' 

C) Les relations entre les nombres de Bernoulli et les nombres d'Euler 
sont fort nombreuses : dans divers Mémoires, j'en ai donné quelques-unes. 
Celles que propose M. Cesàro sont-elles nouvelles? 

{Note de Catalan.) 
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Remarque. — En retV^anchant la dernière de Tavant-dernière, 
on obtient la relation de Moivre {Cours d' Analyse de V Univer- 
sité de Liège). (CesIro, N. G., 603.) 



ÉQUATIONS. 



Théorèmes généraux. 
Propriétés de polynômes algébriques. 

166. Soit V = o une équation du degré m à une seule incon- 
nue X, dont les racines a, by c, d, e, . . . , h sont inégales; et Vi 
la dérivée de V. Supposons qu'on opère comme s'il s'agissait de 
trouver le plus grand commun diviseur entre V et Vi, en ayant 
soin de changer les signes des restes, lorsqu'ils serviront de 
diviseur, et désignons par V,, Yj, V4, ..., V,„ ces restes 
changés de signe. 

Les polynômes Vi, Vj, Vs, . . ., Y,„ s'exprimeront en fonction 
des racines de V =0, d'après la règle que nous allons indiquer. 

La dérivée Yi est, comme on sait, la somme des produits 
{m — i) à {m — i) des facteurs {x — a), {x — 6), {x — c), ..., 
{x — h)'y c'est ce que nous écrirons ainsi 

Vi = 2(37 — ^)(a7 — c)...(rp — A). 

Pour obtenir l'expression de Y2, on multipliera chacun des 
produits m — 2 à m — 2 des facteurs 

{x — a), {x — b)j (x — c), ..., {x — A), 

par le carré de la différence des deux racines qui n'entrent pas 
dans le produit considéré; la somme de ces derniers produits, 
multipliée elle-même par un facteur positif indépendant de x, 
donnera Y2; c'est-à-dire que 

Vî = a2(a — by{x — c){x — d) , , ,(x — h)\ a > o. 
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On a de même 

V3= ?I.(a — by{a — cy(b — c)^(x — d) , . , {X — h); P>o, 



1 



C'est ce que Ton propose de démontrer. 

(Sylvester, N. a., 22.) 
(Moret-Blanc, 94, 27*.) 

167. Une équation algébrique ayant toutes ses racines réelles, 

trouver le nombre précis de racines comprises entre deux limites 

données, par le moyen du théorème de Descartes. 

(Jacobi, N, a., 174..) 
{Moret-Blanc, 94, 4^^**) 

168. Soit une équation algébrique à coefficients entiers et le 
premier terme ayant pour coefficient Tunité; si les modules de 
toutes les racines sont égaux à l'unité, toutes les racines de 
l'équation sont des racines de Tunité. 

(Kronecker, N. a., 373.) 

(57, 292.) 

169. Etant donnée une équation algébrique n'ayant pas de 
racines égales, si l'on applique à cette équation le procédé 
de Sturm, et si l'une des équations ainsi obtenues a des racines 
égales, l'équation donnée a nécessairement des racines imagi- 
naires. (Rouget, N. A., 553.) 

(63,274.) 

170. Considérons la suite des fonctions de Sturm V, V|, 

Vj, . . ., V/ii si l'une des équations V,.=:o a 7? racines imaginaires, 

la proposée a au moins/? racines imaginaires. 

(Darboux, n. a., 850.) 
{Pellet, 68, 334.) 

*171. Former la suite des fonctions de Sturm pour l'équation 
qui donne tang— quand on connaît tanga. 

(Darboux, N. A., 851.) 
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172. Si, en multipliant/(^) par ^ — a(a>o), on introduit 
2k -h i variations, l'équation /(^) =zo a, au moins, 2k racines 
imaginaires. (Finck, N. C, 178.) 

(Bealis, 77, 194; Terquem, N. A., 46, ii5.) 

173. Donner la suite des fonctions de Sturm, pour les équa- 
tions 

x^-±ii = 0, 

■ 

07'" -hpX -h y = O, 
xm — /p — a = o, 

xm — ip/w-l — a = o. 



174. Soit la fonction y = 



(Brocard, N. C, 402.) 
X — a 



X' -\- I 

1° Démontrer qu'en désignant par y'y" ^'-y^n) ^^s dérivées 
successives de y, on a entre trois dérivées consécutives la rela- 
tion 

(a7«-+- i)jK(») H- '^nxy^n-D -hn(n — t)y{n-i) = o. 

2^ Démontrer que, si l'on pose 

y 

yn = ( — l)'*I.2.3. . . /l ^^ -y 

V„_,_i est un polynôme en x du degré (/i 4- i), dont le premier 
terme est ^'*'^*, et que, entre trois polynômes consécutifs, on a 
la relation V„— 2^V„-iH-(n- ^2)V„_2=o. 

3<* En posant V = i, le théorème de Sturm s'ap{)lique à la 
suite des polynômes V„, V^^-j, et les racines de l'équation V„ = o 
séparent celles de Téquation V„_i = o. 

4** Les coefficients de V sont des fonctions linéaires de la con- 
stante a, et, en posant V;j=:P„ — ciQny ^^ a/ si a7i=:colcp, 

P 

coln(f=j^' Conclure de là des expressions trigonométriques 

des racines de l'équation Y„=z:o. 
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Remarque, — On pourra établir cette relation en posant 

cosTicp sin/icp 

Un = — : ^ — a —. 

sin'*«p sin'^cp 

et prouvant que Un est un polynôme entier en x de degré n où 
Ton fait œ = cotcp, et que trois polynômes consécutifs sont liés 
par la relation 

Un— 2a7a,t_l-4-(l ->r X^)Un-% = O. 

5° On propose d'établir que les polynômes ¥„ satisfont aux 
deux équations suivantes 

{i^ x'^)y"n—i{n '-i)x\'n-^ n{n —\)y n = o. 

, (J. M., 220.) 
{Leroux, 80, 828.) 

175. Appliquer le théorème de Rolle à Téquation 

jixn — x^-^ — x"'-^ ... — X — 1 = 0, 

et montrer que cette équation, en dehors de la racine évi- 
dente 07 = 1, n'a aucune racine réelle si n est impair, et une 
seule racine négative si n est pair. (De Longghàmps, J. S., 5.) 

{Alexandre j 83, 8.) 

176. Démontrer que le nombre des variations de la suite de 
Sturm, pour une équation donnée, lorsqu'on y fait a: = a, est 
égal au nombre des racines réelles de cette équation, qui sont 
supérieures à a, augmenté du nombre des racines imaginaires. 

(Herhite, j. s., 264.) 

{Le Huédé, 88, i43.) 

Équations du troisième degré. 

177. Soit l'équation 

x^ -\- "^p x^ -\- ^ q X -^ r = o\ 
faisons 

A =: ^pt — q:^ 



56 ALGÈBRE. — THÉORIE DES NOMBRES, ETC. 

si les trois racines sont réelles, elles sont comprises, la première 
entre — p — 2 A et — p — A; la seconde entre — p — A et 
— /? + A, et la troisième entre — p -\- A et — /?-f- 2A; s'il n'y 
a qu'une racine réelle, elle ne tombe jamais entre — p — 2 A 
et^— /?4-2A. (N. A., 71.) 

(Faure, 44, 170.) 

178. Si les racines d'une équation du troisième degré sont de 

la forme/?*, q^, 'ipg, les racines de la dérivée sont rationnelles. 

(Prouhet, N. a., 326.) 
(Plessix, 56, 299.) 

179. i étant la racine réelle de l'équation cubique 

x^ -\- q X -\- r = o, 
les deux autres racines sont 






(Lebesgue, n. a., 330.) 
{Motard, 56, 3o5.)(i) 

180. Si une équation du troisième degré et sa dérivée ont 
toutes leurs racines rationnelles, les racines a, 6, c de la pre- 
mière équation seront données par les formules 

a= m -+- hj 
b = mu^-h h^ 
c = 7.mu H- A, 

m, A et M étant des nombres rationnels. 

(Prouhet, N. A., 3/i9.) 
{Rochette, 57, 172.) 

181. Si les nombres entiers a, by c sont racines de l'équation 

x^ — px -f- ^ = o, 

(*) Voir aussi un article de M. Brioschi, 56, 366. 
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on aura 

y, y" ^ y'" et r', /•*, r"' étant racines entières de deux équations 
cubiques homogènes que l'on peut construire, et dont les coef- 
ficients sont des fonctions rationnelles et entières de p et q. Le 
produit r' r" r^, pris positivement, sera un carré. 

(Realis, N. a., 833.) 
(Bealis, 78, 190.) 

182. Etant donnée l'équation cubique 

x^-\-px-+-qy 

dans laquelle la quantité — 4/>' — 277* est égale à un carré r', 
on sait que la différence entre deux racines quelconques de 
cette équation est exprimable par une fonction entière de la 
troisième racine, fonction qui est du second degré, et dont les 
coefficients sont exprimés rationnellement au moyen des quan- 
tités connues/?, q, r. On propose, réciproquement, d'exprimer 
l'une quelconque des racines par une fonction entière du second 
degré de la différence entre les deux autres racines, les coeffi- 
cients de cette fonction devant de même être exprimés ration- 
nellement au moyen de p, q^ r. (Realis, N. A., 1187.) 

{Moreau, 76, 186.) 

183. Si les trois racines de l'équation 

x^ — 3qx -{- r = o 

sont réelles, chacune d'elles est moindre que 2y/^; mais si une 

seule de ces racines est réelle, sa valeur surpasse 2 \/q. 

(Genèse, N. A., 1229.) 
(Brunot, 11, 333, 425.) 

184. A chaque racine réelle K de l'équation à coefficients réels 
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correspond une racine appartenant à l'équation 

j^ j K -4- I 

et comprise entre et (Realis, N. A., 1238.) 

(Realis, 78, 33 1.) 

185. L'équation 

a?3 — ea^x — 3aP(a -+- P) = o, 

dans laquelle a et p sont des entiers quelconques qui n'an- 
nulent pas le dernier terme, n'a pas de racine entière. 

(Realis, N. A., 1239.) 

(Ed. Lucas, 78, 227.) 

186. L'équation 

x^ — (p — •^)x -h ay =0, 

dans laquelle a et y sont des entiers plus grands que zéro et p 
est un entier satisfaisant à la condition 

a«>p^(a-i)î, 
ou bien à la condition 

a au moins une racine réelle incommensurable. 

(Realis, N. A., 1240.) 

(Moret-Blanc, 78, 228.) 

187. L'équation x^ — (a^ — b -\- c) x -\' ab 1= o, dans laquelle b 
est un entier plus grand que zéro, c un entier différent de zéro, 
et a un entier dont la valeur absolue est plus grande que celle 

de -> ne peut avoir deux racines entières. 

Si l'équation a des racines imaginaires, la racine réelle est 
incommensurable. (Realis, N. A., 1280.) 

{Realis, 79, 468.) 
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188. i« Si réquation 

oix p et q sont des nombres entiers, a une racine en commun 
avec l'une ou l'autre des équations 

(72-t-(/?-4-i)7-h3ç=o, 

l'équation 

(3) x^ -hpcc -\- 2q =0 

a une racine entière. 

2** Si l'équation (i) a une racine entière, qui ne satisfasse à 
aucune des équations (2), l'équation (3) a une racine incom- 
mensurable. (Realis, N. C, 362.) 

189. Si A, B, G sont des quantités positives, a, b, c des quan- 
tités réelles, les trois racines de l'équation 

(x — a){x — à){x — c) — A (a? — a) — B(x — b) — G (a? — c) = o 

sont réelles. Calculer le discriminant de cette équation et le 
mettre sous une forme telle qu'on reconnaisse qu'il est toujours 
négatif. (M., 17.) 

(Fauq uembergue, 93, 48) 

190. Les équations de la forme 

ir3-(iP-t-2P)iF2-H(2ap-hP«-+-3Y^)a7 — a(p2-h3Y2) = o, 

où a, p, Y sont des nombres entiers ou des fractions, sont les 
seules équations du troisième degré ayant une racine, entière ou 
fractionnaire, qu'on puisse trouver par la règle de Tarlaglia (ou 
de Cardan), en n'opérant que sur des grandeurs commensu- 
rables. (Kummer, M., 52.) 

(Fauquembergue, 85, 204.) 
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191. Trouver la relation qui doit exister entre les coeffi- 
cients/?, q, r de Téquation du troisième degré 

x^ — px^ -^ qx — r = o 

pour que les racines soient les sinus des angles d'un triangle. 

(J. M.,296.) 
(Quiquet, 81, 237.) 

192. Soient a, 6, c, d quatre coefficients consécutifs d'une 
équation algébrique réelle. Si Téquation 

ax^ -^^bx^-h3cx -^ d = 

n'a pas ses trois racines réelles et distinctes, l'équation proposée 
a au moins deux racines imaginaires. (Walecki, J. S., 53.) 

(Ferval, 85, 47.) 

193. Trouver toutes les équations du troisième degré telles 
que, si a:^ est une de leurs racines, convenablement choisie, les 
deux autres soient 

^^^^ et 



(Ferçal, 86, 286.) 



Xi iH- a?! 

(Weill, j. s., 129.) 



Équations du quatrième degré. — Résolutions et problèmes. 

194. On trouve dans V Analyse des infiniment petits j du 
marquis de UHospitaly la question suivante : a Un voyageur 
partant du lieu G pour aller au lieu F, doit traverser deux 
campagnes séparées par la ligne droite AEB; on suppose qu'il 
parcourt dans la campagne du côté G l'espace a, dans le temps c, 
et dans l'autre du côté de F, l'espace ô, dans le même temps c. 
On demande par quel point E de la droite AEB il doit passer, 
afin qu'il emploie le moins de temps qu'il est possible pour par- 
venir de G en F. » L'auteur, prenant pour inconnue la distance 
du point E au pied de la perpendiculaire menée du point G sur 
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la droite AB, a seulement donné Téquation du problème, qui 

est du quatrième degré.. On propose de déterminer le nombre 

des solutions et de discuter complètement le problème. 

(N. A., 79.) 
(De VirieUy 62, ao6.) 

*195. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
les quatre racines d'une équation du quatrième degré forment 
un quadrilatère inscriptible. Trouver la surface et le rayon de 
ce quadrilatère? (Darboux, N. A., 852.) 

196. Résoudre les équations 

(i) x'* — 37^/75 + 4^' — I = G, 

(2) X^ — 373/3 — 2iC*H-2a7/3 — 1=0. 

Interpréter leurs racines. (Goffart, N. A.. 1481.) 

(84, 348.) 

197. Décomposer en deux facteurs du second degré le premier 
membre de Téquation 

a7*-h Aaj'-t-B^î-H Ga7-f- D = o, 

où l'on suppose 

A y/D = G. (BoRLETTi, N. A., 1488.) 

{Gojffart, 84, 442.) 

198. Résoudre l'équation 

{x -\- a)(x -^ a->rb){x ->r a -\- 7,b){x -^ a -\- Zb) = c, 

(Vecchio, n. C, 192.) 
(Realisj 17 y 90.) 

199. Ramener la résolution d'une équation du quatrième degré 
à celle d'une équation réciproque. (M., 7.) 

(Brocard, Neuberg, 81, 199; 82, 181.) 
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200. Résoudre Téquation 

(Catalan, M., 585.) 
{BeyenSy 88, 25.) 

201. Résoudre l'équation. 

a?* — ^ax^-^ ia^x^-h ^a^x -^ a* = o. 

(Barisien, m., 926.) 

202. Établir une relation entre les coefficients de l'équation 

ax^ -H ôiT^ + cx^ 4- dx -h/ = o 
pour qu'on puisse la mettre sous la forme 

(aa?2-H PiP-h Y)^-+-/>(a^^-+- pa? + Y)+S'=o. 

(J. M., 286.) 
{LapareilLé, 81, 265.) 

203. Si a, p, Y, 8 sont les racines de l'équation du quatrième 
degré /(a?) = o, on peut exprimer la somme 

/(«)+/(P)+/(ï)+/(S) 
sous la forme d'un produit de trois facteurs. ( J. M., 297.) 

{Baron, 81, 284.) 

204. Résoudre l'équation 

(^î_K2)2 — 4K(55_K)(K^ — = 0. 

(Barisien, J. E., 534.) 
{Tzitzélca, 94, 212.) 
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Équations du quatrième degré. — Propriétés. 

205. Si les racines d'une équation du quatrième degré sont 
de la forme /?*, ^*, p^-\- 2/>^, q'^ + 2/>^, les racines de la dérivée 
sont rationnelles. (Prouhet, N. A., 327.) 

(MoreaUj 57, Sg.) 

206. Lorsque les coefficients de l'équation générale du qua- 
trième degré 

ax^ -¥ ^bx^-\- 6ca7*-h ^dx -4- e = o 

ont entre eux la relation 

ace 4- 1 bcd — ad^ — eb^ — c^ = o, 

c'est-à-dire lorsque l'invariant cubique de la fonction du qua- 
trième degré est nul, Texpression algébrique des racines de 
l'équation ne contient pas de radical cubique. 

(Faure, N. a., 387.) 
{Blerzy, 59, 4^0; 64, 4oi-) 

207. Soient l'équation 

ax^ -h 4 bx^ -f- 6 ca?* -+- 4 dx -h e = o, 

et Sq, Su S2, 53, ^4 les sommes des puissances o, i, :?, 3, 4 des 
racines a, p, y, 8. 

Si Ton a l'une ou l'autre de ces deux relations 



Sq Si S2 

s i $2 Si 
S^ S3 54 



= 0, 



alors 

(Strebor, n. a., 449.) 
{Dewulf et Martelli, QO, 193.) 
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208. Si réquation 

aox'^-h iaix^ — 6a20!^^-\-^aza; -¥• a^ = o 
a une racine double a, posons 

( «0 «4 — 4 <^i <^3 -+- 3 a?> )3 



M = 



{aou^ai^-^- -2 ai «2 as — UqœI — ai^a\ — a| )^' 
démontrer les équations suivantes 

dM dM dM m 

dao 2 da^ i da^ da^ 

a = 



dM 3 d)A 3 dSi dM. 

dui da^ duz da^ 

(M. RoBERTs, N. A., 526.) 
(Moreau, 73, 437.) 

209. En ordonnant le discriminant A de Téquation 

ax^-h /ibx^-\-6cx^-{- 4 dx -h e = Oy 

suivant les puissances de e, posons 

A = Ae3-+- 3Be2 + 3Ge -l- D. 

Démontrer que Ton a 

A2 D2 — 6 ABGD -+- 4 AG^ h- 4B2 D — 3 B^ G^ 
= — yig{a^d-h ib^ — ^abcY 

X{a^d^ — ^abcd'^4ac^-^ ib^d^db^c^y. 

(M. RoBERTS, N. A., 606.) 

210. L'équation 

(i) a?* — (k — b -h c)x^-\-{b — 2c)ax — ck = 0, 

dans laquelle a, b, c, k sont des entiers plus grands que zéro et 
satisfaisant aux équations 

a2>X:>(a — 1)2, (a — i)b^{a^ — k — i)c 

ou bien aux conditions 

(a -H 1)2 > A: > a», (a-^i)b'^{k — a^-i- i)c, 
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ne peut avoir trois racines entières. Si deux racines sont imagi- 
naires, l'une au moins des racines réelles est incommensurable. 
La même proposition subsiste à l'égard de l'équation 

(2) x'-* — {k — b — c)x^-\-(b -\-%c)ax -^ ck = 0, 

dans laquelle les entiers a, b, c, k, tous plus grands que zéro, 
satisfont à l'un quelconque des quatre systèmes de conditions 
qui suivent, savoir : 



30 



'.0 



c>a2>/:, (a4-i)6>(a2 — A: — i)c; 

(a-T-i)2>A:>a2-> c; 

c>a2^ A:>a2^ (a — i)6^(>t— a2_|_i)c. 

Dans chacun de ces cas, disons-nous, l'équation (2) a assuré- 
ment deux racines réelles, dont l'une au moins est incommen- 
surable. (Realis, N. a., 1354.) 

{Pecquery, 81, 376.) 

211. L'équation 

a7*-f-i2aP(a-i- 3)a7-f- 2ap(4a2 — gaj^ h- 4^2) ^^ o, 

dans laquelle a et p sont des entiers différents de zéro, n'a pas de 
racine entière. (Realis, N. A., 1378.) 

{Realis y 82, 4^6.) 

212. Les longueurs des droites qui joignent les milieux des 
côtés opposés d'un quadrilatère sont racines de l'équation 

X'* —(52-1- a2)^2_|_ j252-f- A2 = 0. 

A représente l'aire du quadrilatère, s la demi-somme des dia- 
gonales, <J leur demi-différence. 

III. — Alg. Th. des nomb. 5 
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Corollaire, — Soient ^,, x^ les deux racines positives de 
Téquation ; on a 

X\-^X\= 52(7* -h A2. 

(Ghysens, N. C, 1M.) 
{Freson, 77, 5i.) 

213. p et q étant des nombres entiers, différents de zéro, si 
l'équation 

^* H- 2(2y? — 1)7» H- 8 ^jK — (4/> — = o 

a une racine entière, de signe contraire à q, Téquation 

x^-^px -\- q =o 

a au moins une racine réelle, incommensurable. 

(Realis, N. C, 219.) 

214. Les équations de la forme 

iP* — (a -t- p -i- 2Y)a:3-i-(ap -f- aay -H aPy-r- Y^ -h 3 ^^)x^ 

— [(a -4- P)(y2 _^ 3 82) -f- aa^Y]^ -+- aP(ï^ -^- 3 S2) =:-- o, 

où a, p. Y, 8 sont des nombres entiers ou des fractions, sont les 

seules équations du quatrième degré ayant une racine entière 

ou fractionnaire qui puisse être trouvée, par les formules 

d'Euler, en n'opérant que sur des grandeurs commensurables. 

(KUMMER, M., 78.) 
{Fauquembergue, 85, 206.) 

215. Pour que l'équation 

Ao.5*H- 4A1-33-+- 6A2^2-|- 4A3Z -f- A4 = 
puisse prendre la forme 

a(a?-i-p)*-4-a'(^-4- py = o, 
il faut que 



Ao Al As 
Al A2 A3 
Aj A3 Av 



= 0, 
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et X -h ^j X -i- ^' sont les facteurs' linéaires de 

I — X x^ 
Ao Al Aj 
Al As A3 

Déduire de ce qui précède une méthode de résolution de 
l'équation générale du quatrième degré. (M., l^k.) 

(^Servais, 93, 67.) 

216. Si Ton cherche toutes les équations du quatrième degré 
telles que les carrés de leurs racines soient en même temps 
racines de la même équation, on obtient seize équations satis- 
faisant à cette condition. 1° Former ces équations. 2° Il y 
en a dix dont les coefficients sont réels ; démontrer qu'aucune 
n'est irréductible, c'est-à-dire qu'on peut les décomposer en 
d'autres équations de degrés moindres; trouver leurs racines. 
3° Des six équations dont les coefficients sont imaginaires et qui 
satisfont à la question, il y en a trois qui sont les conjuguées des 
trois autres; démontrer a priori qu'il doit en être ainsi. 

(J. M., 298.) 
{Quiquet, 81, 3'28.) 

217. On considère l'équation du quatrième degré 

kx'^ -h Ba?3 -i- Ga72 H- Da? 4- E = o. 

Soient x^, x^, x^, X/^ les racines de cette équation. 
I** On propose de démontrer que, si l'on pose 

Xi x^ -•- X^ Xtt 

~ ix^-^- x^)(^x^-\- xj,)^ 
i*équation transformée est 



en posant 



P^3 -h Q52 -h Rz -+- S = o, 

P =BGD — B«E — DîA, 
Q =. 2BCD -h 4 ACE — 3B«E — 3D2A - 
R = BGD -h SAGE — SB^E — 3 02 A, 
S =4AGE — B2E- D2A. 



G3, 
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2° Expliquer le résultat qu'on obtient quand on suppose C=::o. 
3° Démontrer que, si l'on considère le faisceau quartique 

ces quatre droites forment un faisceau harmonique si l'on a 
2G3=: 9BGD-h72AGE — ayBsA — 27D2A. 

(De Longchamps, J. S., 30.) 
(83, 40.) 

218. Nous proposons de démontrer avec simplicité et élé- 
gance, au moyen des relations entre les coefficients et les racines, 
que la condition 



ABC 
B G D 
G D E 



= 



exprime que les racines de l'équation 

Aa7* — 4Baî3 -+- 6Ga:2 — 4Da7 -h E = o 

sont en proportion harmonique, c'est-à-dire sont liées par la 

relation 

2(aP-hY^)=(a-+-P)(ï + S)- 

(J. S., 94.) 

(Bourgarel, 84, 282.) 



Équations du cinquième degré. 

219. Équation du cinquième degré. — Un géomètre anglais 
• vient de démontrer que toute équation de ce degré peut se 

réduire à la forme 

ip5-i-a7-ha = o(i). (N. A., k\.) 

220. L'équation générale du cinquième degré 

ax^ -\- 5^37* -h iocx^->r^odx'^-\- 5ex -\-f =0 

(*) Cet énoncé n'est autre que celui du théorème de Jerrard {voir ci- 
après n» 227). 
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peut toujours se résoudre algébriquement lorsqu'on a entre les 
coefficients les relations 

d^ — ce _ e^ — ^/ __ ^^ — ^f 
b^— ac ~~ c2 — bd ^ bc — ad 



{Prouhetj 64, 5o8.) 



(Faure, N. a., 362.) 



221. Soit Sr la somme des puissances r des racines de Téquation 



ax^'\- Sbx^ -{-locx^ -^lodx^-^ 5ex -hf=o. 



Posons 



a6 X 



Sq Si Sf s^ 

Si Si s^ s^ 

S2 ^3 *4 *6 

*3 *4 *5 *6 



= P/2 + 2Q/-+-R; 



alors F, Q, R ne renferment pas/. Si 



Sq Si S2 
Si $2 53 
*2 *3 ^4 



= 0, 



démontrer qu'on a la relation suivante 

Q2_-PR = o. 



(M. RoBKRTs, N. A., 607) 



222. Soient a, 6, y, 8, e les racines de l'équation 

x^ -h 5px^ -f- 5p^x -h q =0, 



Démontrer qu'on a 

S(a — 8)(a — e)(6 



(M. RoBERTs, N. A., 625.) 



223. Démontrer le tableau suivant relatif à la réalité des 
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racines de réquation 

a?5 -h ^px^ -\- 5p^x H- ^ = o : 

;d >o une racine réelle, quatre imaginaires. 

p<o\ 
ûr2 > oing racines réelles, 



p <o 

11 

4 



^2 > une racine réelle, quatre imaginaires. 



(M. RoBERTs, N. A., 696.) 
{Boutmy, 64, SjS, 377.) 

224. Soient a, p, y, S, £ les racines de l'équation 
Si Ton a 

démontrer que la racine e est une fonction rationnelle des coef- 
ficients de Féquation, s'il n'existe qu'un seul groupe de quatre 
racines qui satisfasse à l'équation (I). 

(M. RoBERTS, N. A., 728.) 
{Niebylowskij 66, 281.) 

225. x^y Xi, ^3, a?4, x^ désignant les racines, prises dans un 
ordre quelconque, de l'équation 

x^ -h p x^ -\- q x^ -h rx — 5 = 0, 
on a 

x\{X^X^-\- X'^Xi-^ X^X{) -\- x\{XiXx-\- XxXi^-^ x^x{) 

-\- x\i^x^Xi -H x^x,^ -f- X},x{)-\-x\ (XiXz -h 373375-^-075371) 

-+- x\{xzXi^-\- X!tXx-\- x^Xi = — ar. 

(Realïs, n. a., 788.) 
(Gayou, 67, 87.) 

226. Les coefficients de l'équation 

37* -h 2 (a + b) x'' -h lopiX^ -h lopsx^ -h 5p'^x -hp5 = 
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sont liés par la relation 

(10 — r)pr = {{il — ir)(a-^- b)pr-i-h{r — i)abpr-i, 

où l'on suppose /?o = i et a > è. Montrer que toutes les racines 
sont réelles et comprises entre — a et — b. 

(EwARDEs, N. A., 1576.) 

227. On sait que Téquation générale du cinquième degré, 

peut être ramenée à la forme 

La transformation exige la résolution d'une seule équation du 
troisième degré. La proposée pouvant admettre cinq racines 
réelles, et la transformée n'en pouvant admettre que trois, au 
plus, on demande ce que doivent devenir deux des racines de 
la proposée. (Brocard, N. C, 60.) 

(Catalan, 76, 342.) 

228. Résoudre 

(x -h a)(X'+- b)['2x^-\-(a -h b)(a-h b — x)'^] 
= i(a-h b)x[a^{x-+- a)-h b^{x -h b)]. 

(SOLLERTINSKY, J. E., 54<6.) 

{Sollertinskyj 94, 9.56.) 

Équations du sixième au huitième degré. 

229. Résoudre l'équation 

u^ — 6 w* H- au^ -h 9 a2 — 3 au -+- / = o. 

(N. A., 246.) 
{Rey, 52, 48.) 



(') Ce beau théorème est dû à M. Jerrard, géomètre anglais. 

{Note de Catalan.) 
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230. Déterminer les six racines rationnelles de cette équation : 

(«5 _- a)''(x^ -M4a7 H- i)5 = (a» -h i4 a* -+- iyx{x — i)*. 

(Abel, N. a., 503.) 
(De VirieUy Darboux, 61, 353, 436.) 

231. Résoudre les équations 

m6 — 3A2a*-+-3A*(i — Y2)a* — A6(i — 3y«-i--2y3) = o, 

m6 — (2A2-hC2)M*-r-[2A2G2-f-A*(l — y"2) — 2A2C2y']m2 

— A*G2(i — y''2 — 2Y2-f-2Y*Y''') = o. 

(Lamé, N. A., 580.) 
{Jaufroidj Brocard, 61, 296; 77, 477-) 

232. Démontrer et généraliser le théorème suivant : Les pro- 
duits 

aa, ap, a^, pp, Py, YT 

des racines a, p, y, prises deux à deux, de l'équation 
sont les racines de l'équation en u 



u^ 

















— I 





m2 











— I 











u 





— ï 

















a 


b 


c 


d 








a 


b 


c 


d 








a 


b 


c 


d 








a 


h 


c 


d 












— o. 



Débarrasser cette équation des racines a^, p*, y^. 

(Farkas, m., 3.) 
( Van den Broeck, 88, 19 5.) 

233. Résoudre complètement l'équation 

(x^ — 3qx -hp^ — ^pqY — 4(/>^ -^ qY =0, 

(Catalan, M., 682; J. S., 283.) 
{J.-G. Darboux j M., 90, i5o, i55; J. S., 92, 22.) 



I 


(i-f-ar,), - 


I 


X 


> 


I -H Xi 


1 -^-Xx 
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234-. Établir la relation qui doit exister entre les coefficients 
d'une équation du sixième degré complète pour que la somme 
de trois des racines soit égale à la somme des trois autres. 

(J. M., 263, 355.) 

{Quiquety J. S., 83, 940 

235. Trouver les équations du sixième degré telles que, si x 
est une quelconque de leurs racines, les autres soient 

x^-^i 

Xi 

(Weill, j. s., 130.) 

{Bourgarel, 86, 287.) 

236. Démontrer que l'équation suivante a sept racines com- 
prises entre o et i 

3432^:'' — l'ioi'ix^ -\- i6632^s — Ti55oa7* 

-h 4200 a?^ — 756072 -1- 56 a? — 1 = 0. 

[Gauss, N. A.,263(^).] 
{Koralek, Bellavitis, 53, 319; 54, 362.) 

m 
\ 

237. Résoudre complètement l'équation qui donne les ab- 
scisses des points d'inflexion de la courbe représentée par 

a;*-+-^4_2^2— 2j2 = o (2). (Catalan, N. C, 129.) 
{Niewenglowski, 78, 365; 77, i4o.) 

238. L'équation 

a?* — 16a:'' — 6oa?S-}-i6a?5H- i34^*4-i6a;3 — 60372 __ i6a7-^ 1 = 



(*) M. Koralek, habile et expéditif calculateur, a trouvé les six racines 
irrationnelles avec sept décimales; la septième est o,5 [Ann. de Mathém., 
t. XI (novembre 1862 )]. {Noté de la Rédaction,) 

(') Cette équation est a;' — 122?'+ 3 = 0. {Note de Catalan.) 
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a pour racines 



o 
J 



tangS*», tangai", lang33% tangSg 
cot3°, cpt'2i°, cot33*, cot39°; 

et il n'y a pas d'équation plus simple, à coefficients entiers, 
admettant une de ces racines. (Gelin, N. C, 614; M., 493.) 

{Gelin, M., 88, 172.) 



Équations particulières à résoudre. 

239. Trouver les n racines de Téquation 

n(n — i) „ 

1 .2 

nin — \){n — 2) , 

1.2.3 

(EuLER, N. A., 38.) 
( Vachette, 43, 5 10.) 

240. Trouver les racines de l'équation 

les fonctions X,j étant définies par la formule 

en supposant 

Xo = I , X3 = a? — I . 

(Jamet, n. C, 601; M., 671.) 
{J,-G. Darhouxy M., 90, 91.) 

241. Trouver les racines de l'équation 

Y2P+1 = o, 
sachant que 

Y«_».2 = a?Y« — Y„_2, Yi = i, Y3 = a7-Hr. 

(Jamet, N. C, 602; M., 671.) 
{J.-G, Darboux, M., 90, 91-) 
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242. Résoudre l'équation 

ax -4- è = s/a^x^-v- h \J [\a'^x^-\- abx -r- b ^^a^x^-^ labx 
-+- b \/i6a2a72 _f. Zabx -h 6 /• . . 
-\-b ^n^a^x^-^- (n — \)abx — b /(2«-f- i)a^x^ -f- labx, 

où chaque radical porte sur toute l'expression qui le suit. 

(Gelîn, m., 178.) 
{Polet, 83, i4o.) 

24-3. Résoudre l'équation 

(m — n)x-\- a = \/i{m — n)(a — nx)-{- s/i{m^ — n^^{a^ — n'^x'^)x'^ 

H- /^(m* — 71*) (a* — n>x^)x^-\- /. . . 
-\- \/i{mP — nP){aP — nP xp)xp -\- 'i.mP aP xp , 

où chaque radical porte sur toute l'expression qui le suit, et 
o\xp — 2^. (Gelin, m., 179.) 

{Polet, 83, 9.42.) 

244. Résoudre l'équation 

X — è\2 fx — c\2 X — a X — b X — c 



fx — a\2 /x — b\^ fx — c\2 X — a x — b 
\x -\- a) \x -^ b / ~^ \x -h c / ' X -h a x -\- b 



{Gelin, 84, 212.) 



a7~r-a X -\- b X -\- c 
(Neuberg, m., 331.) 



= I 



245. Trouver toutes les racines de l'équation 

{x — a — v){x — a — 2) ...(07 — a — n) 

n 

H a{x — a — \){x — a — i) , , .{x — a — /i-Hi) 

H ^ a{a — i){x — a — i){x — a ~ 2) . . . 

x(x — a — n -+- 2)-h. . .-h a(a — i)...(a — /n-i) = o. 

(Catalan, M., 393.) 



(Cesàro, 85, 259.) 
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246. Résoudre réquatlon 

yabx(x — a — b)-^ \/bcx{x — b — c)-4- ^cax{x — a — c) 
= ^abc{a -h b -h c). 

(Gram, m., 679.) 

(De Strékalof, 90, aSg.) 

Équations dont toutes les racines sont réelles. 



A2 A 2 A 2 

2V7. _^J_ + _*J_+...-u_?^5 B=o; 

X — ai X «2 ^ — <35„ 

A,, Aj, . . . , A„; a,, «2» ...,«« et B sont des quantités réelles. 
Cette équation a toujours n racines réelles. (N. A., 186.) 

(Gilles, AS, 255.) 



248. Soit l'équation 

(x — ai)(x — a3)(x — as). .. (a? — a^n-i) 

-hb'"^(x — a2)(x — ai,) . . ,(x — a,„) = o; 

b est un nombre positif; m un nombre entier positif; les 2/i — i 
différences «j — a^, a^ — ^^3, «3 — a^, . . . , a^n-i — ctzn sont posi- 
tives; les n racines de Téquation sont réelles et comprises 
entre a^ et a2, a^ et a^, . . . , ^5 et a^, .... 

(RiCHELOT, N. A., 234.) 
(Thiollier, 51, 280; 71, 38.) 

249. Soit l'équation 

(x — ax)(x — aO(x — ai){x — a^(x — ag) . ..(x — a^n) 

H- b^(x — a{)(x — az){ X — a^)(x — a^) .. .(x— a4„_i) = o; 

les indices augmentent successivement d'une unité et de trois 
unités; les différences a^ — a^y a^ — cia .., ct^n-i — ^kn sont 
positives ; b est un nombre positif; m est un nombre entier 
positif; les 2 n racines sont réelles et comprises entre a^ et a^, 
«3 et «4, . . ., av«-i et a^n- (Richelot, N. A., 243.) 
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250. Si Téquation 

-h EccP-^ -i- YûffP-^ -+- GarP-5 _^. . . . _ u = o 

a toutes ses racines réelles, les coefficients D, E, F, G de quatre 
termes consécutifs vérifient l'inégalité 

(i) (DG — EF)2 — 4(E2_DF)(F2— EG)<o. 

Corollaire I. — Quand la relation (i) n*est pas vérifiée, 
Téquation a des racines imaginaires. 

Corollaire II, — Si, entre les coefficients E, F, G qui suivent 
immédiatement un coefficient nul, on a la relation 

4EG — 3F2=o, 

l'équation a des racines imaginaires. 

Corollaire III, — Il en est de même si l'on a 

4DF— 3E2=o, 

D, E, F étant trois coefficients qui précèdent immédiatement un 
coefficient nul. 

Corollaire IV. — Si E=:o et que D, F, G satisfassent à la 

condition 

D(DG2-h4F3)=o, 

l'équation a des racines imaginaires. 

Corollaire V. — 11 en est de même si 

F=o, G(D2Gh-4E3) = o. 

(Catalan, N. A., 657.) 
{Courtin et Godard, 64, 87, i36.) 

251. Si l'on pose 

L 1 .2. . . /i j 



x^ 
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I** Les équations 

auront toutes leurs racines réelles et inégales; 

2° Les racines de réquation/,„(.r)i=o sépareront les racines 
de l'équation /,^^_l(^) = o. (H. Laurent, N. A., 869.) 

(Pellet, 70, 420.) 

252. En désignant par X„ le polynôme de Legendre, on pro- 
pose de démontrer que l'équation de degré 2/1, savoir 

/i(n-+-i)X2-(i-^î)X';î=o, 

a toutes ses racines réelles, inégales et comprises entre — i 
et + 1. (Hermite, N. a., 890.) 

{Pellet, 70, 329.) 

253. Démontrer qu'en développant, suivant les puissances 
ascendantes de X, la quantité 

X X2 X« X* 

IH X -\ i -X 



1 é .1 i.'ji.iJ 1.2.3.4 ' e^^{\-\-x)->t-e-'^{\ — x) 



X X2 X3 À* eMi'\-x) — e-M\ — x)' 

I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

le coefficient de X'*^ est un polynôme L^^ du n'ème degré en x^ 
contenant le facteur x^ — i, et que Téquation 

L« 



X' 



= o 



a toutes ses racines réelles, inégales et comprises entre — c 
et -f- 1. (Hermite, N. A., 925.) 

{^CallandreaUj 72, 460.) 

254. Démontrer que l'équation 

, in — l){n — / — 1) „ , ^ 
2(2/1 — 1) 
(/i— /)(/i— / — i)(/i— / — 2)(ai — / — 3) , 
2.4(2/1 l)(2/l — 3) 
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a toutes ses racines réelles, inégales et comprises entre — a 
et -\-a. (EscARY, N. A., 1365.) 

255. L'équation /(^) = o a toutes ses racines réelles ; soient a 
et 6 deux racines consécutives de cette équation. 

La dérivéey(.r) s'annule pour une valeur co comprise entre a 
et 6; démontrer que w est comprise entre 

^ '— et ^ 

n n 

n désignant le degré de l'équation. (Laguerre, N. A., 1388.) 
( Cesàro, 85, 3a8.) 

256. Si l'équation de degré /i, J\x)z=o n'admet que des 
racines réelles et simples ; 

1° L'équation /2(^) -1- /c^/'*(^) = 0, où k est réel, a toutes 
ses racines imaginaires; 

2° Dans chacune de ces racines, la valeur absolue du coeffi- 
cient de i ne surpasse pas la valeur absolue de kn, 

(Laguerre, n. a., 1389.) 
{Cesàro, 85, 32i.) (M- 

*257. Considérons l'équation f{x) = o qui a toutes ses racines 
réelles; k désignant un nombre arbitraire, supposons que l'équa- 
tion y(^)-}-Â: = o ait m racines imaginaires : démontrer que 
l'équation 

a m racines réelles, toutes les autres étant imaginaires. 

(Laguerre, n. a., 1390.) 
*258. Si l'équation 

a-T- bx -h cx^ -r-, . .-+- kx"^ = o 

a toutes ses racines réelles, démontrer que, co élant une quantité 



(^) L'énoncé primilif a été légèrement modifié par M. Cesàro; c'est cette 
modification que nous reproduisons. 
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réelle quelconque plus petite que l'unité, l'équation 

a également ses racines réelles. (Laguerrë, N. A., 1392.) 
*259. Soit le polynôme 

supposons qu'en ajoutant à ce polynôme un certain nombre de 
termes de degrés supérieurs à /i, on puisse obtenir un autre poly- 
nôme /(^), tel que l'équation y(^)z=o ait toutes ses racines 
réelles : démontrer que l'équation 

an ci\x a^x^ 



1.2.3. ../l " I.2.3...(^l — I) 1.2.3. ..(/i — 2) 

1.2 I 

a toutes ses racines réelles. (Laguerrë, N. A., 1393.) 

260. Former les dérivées successives de la fonction / = é?^ . 

a. Etablir que la dérivée d'ordre n est égale au produit de 
la fonction elle-même par un polynôme entier en œ, P^, du 
degré n ; 

b. Démontrer que, entre les divers polynômes P, existent les 
relations suivantes 

P;, = naFn-u 

P«-i — axFn— naPn-i ~ o, 
P';^-{-axP'„—naP =o. 

c. Démontrer que, si a est négatif, l'équation P„ = o a toutes 
ses racines réelles; 

d. Former le polynôme P;^, en se servant de la troisième 
relation. (J. M. 307.) 

(Gi7/7, 81, 473.) 

261. On suppose que l'équation U=:oa toutes ses racines 
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réelles; démontrer que les équations 

f^^ Uh-(j7 — a)U' = o, 

/3 = U-H7(a7 — a)U' + 6(a7 — a)«U"-h(a7 — a)3U"' = o, 

ont aussi, quel que soit a, toutes leurs racines réelles {a est réel, 
bien entendu, et U', U^', l}'" sont les dérivées successives de U). 
Donner l'expression générale dey„=:o, et montrer que, en 
posant /^ — aj U -h a* U' 4- a,^ U + . . . , on a 



A-- 


I, 








«i = 


a" — 


I 














I 


> 




'% = 


3"- 


1.1^- 


-I 














I .'1 


y 




< 


4»- 


a.S'^- 


h3.2« — 


I 






o 


— > 



et ainsi de suite. (De Longchamps, J. S., ^k») 
{LevavasseuFy 83, i36.) 

*262. L'équation 

ao -H «1 a? -f- aj 072 -i- . . . -I- a„ a?'* = o 

ayant toutes ses racines réelles et de même signe, démontrer 
que l'équation 

aocoscp 4- ai cos(cp -h Oa?) 

a2C0s(cp -h 26)572 -i-. . .-f- a;icos(o 4-/16)0?'' =0 



a toutes ses racines réelles, quels que soient les angles cp et 6. « 

(Làguerre, J. s., 95.) 
*263. Si l'équation 

a 4- bx-\- co7*-h. . .4- kx^^= o 

a toutes ses racines réelles, il en est de même de l'équation 

2a 4- ô(p 4- p-i)a7 4- «(p^'â -f- p-v^)ip2 

p désigne une quantité arbitraire. (Làguerre, J. S., 123.) . 
ni. — Alg. Th. des nomb. 6 
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264.. Soit 

une équation ayant ses racines réelles et distinctes. 
Démontrer que 

a toutes ses racines réelles et distinctes, si 

Zp — Al Z/^-i -h AîZp-î _+- . . . -h ( — i)p Ap = o 
a ses racines réelles. (De Longchàmps, J. S., 278.) 

te 

{De Longchamps^ 90, 87.) 

Équations dont toutes les racines sont imaginaires. 

265. ¥{x)-=zo est une équation algébrique dont toutes les 
racines sont réelles et inégales ; démontrer qu'en égalant à zéro 
la dérivée seconde de [F(^)]~*, on obtient une équation dont 
toutes les racines sont imaginaires. (Catalan, N. A., 208.) 

{Agarrat, Colombier, 49, 443; 62, 244) 

266. Si 

a\ — «0^2 <! o, a^a^ai^ -\- la^a^a^ — a^a^ — af «4 — <3t| > o, 
alors les racines de l'équation 

UqX^ -\- ^axX^-\- ^a^x^-^ ^a^x -^-04=0 
sont toutes imaginaires; et sous les mêmes conditions Téqualion 

aQX^ H- 5a\x'* H- loa^x^ h- louzx'^ -h ôai^x -\- a^—o 
n'a qu'une racine réelle. (M. Roberts, N. A., 695.) 
{Jaufroidj 64, 399.) 

267. Supposons que *o> *i> • • • représentent les sommes des 
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puissances zéro, première, etc. des racines de l'équation 

n.n — I 



83 



n.n - \ ,n 



I .'2 

2 



1.2.3 



Si 



alors 



So 


Si 


<o, 


Si 


S2 





a^x^-^-i-, . . = o. 



Sq Si S2 

Si Si s^ 
s 2 S:i Si, 



(n — 3)aJ(aoa4 — 4«i«3 -f- 3a|) — 6(/i — 2)(af — ao«2)*> o, 

et toutes les racines de la dérivée de l'ordre (/i — 4) de cette 
équation sont imaginaires. (M. Roberts, N. A., 730.) 

268. Si l'équation /(^)=:o n'a que des racines imaginaires, 
l'équation 

f(x) -4- afx -f- a^/\x)-^ . . .-f- a'V//^(-^) = » 

n'aura, elle aussi, que des racines imaginaires. 

(Hermite, n. a., 777.) 
(Graindorge, 66, 52o; 67, 21, 4 16.) 

269. Si l'équation F(^) = o a toutes ses racines réelles, il en 
est de même de celle-ci 

a¥ {x) -\- bV {x) -{- cY" {x) -^ , , .^ o, 

Jes constantes a, b, Cy ... étant telles que réquati(»n 

a-{-bz-hcz^-i-.., = o 

n'ait pas de racines imaginaires (*). (Heruitë, N. A., 778.) 
(Poulain, 67, 21, 76, 4i7-) 

270. Supposant toujours que l'équation 

a-\- bz -^ cz^ -4- . . . = o 



(*) Cet énoncé figure ici, bien qu'il s'agisse de racines réelles, à cause de 
sa connexilé avec les questions qui le précèdent ou le suivent. 
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ait toutes ses racines réelles, je fais 



= A -h B^ -4- Cz^ -+-...; 



a^ bz -h cz^-h. . . 



cela admis, je dis que, si l'équation F(^) = o a toutes ses racines 
imaginaires, il en est de même de 

AF(a7 ) -h BF'(:r} -r- C¥''(x)-\-. . . = o. 

(Hermite, N. a., 779.) 
(Poulain, 67, ii, 78.) 



271. Démontrer que l'équation 

, (n — l)(n — l — i) , , , 
'}.{'in — I ) 
in — l)(n — l — i)(n — l—iMn — / — 3) , , , 
i.^{'in — i)(2/î — 3) 

a toutes ses racines imaginaires et comprises dans l'intérieur d'un 
cercle de rayon égal à a, (Escary, N. A., 1366.) 



272. Soit 

f{x) = kfiX^"- -^ A, a7î«-i 4- ... -h Al ir2«-i -+-... -h Aj^-i x -4- Aj^. 

Si les quantités Kq, Kj, Kg, . . . , K/, . . . , K„, déterminées par 
les relations 

Ko = Ao, 

A* 

Kl = As — 7v~' 

A^ 
Kj = A4 — - —, 

4Kt 



K/ = A,,. - 



A?, 
4K/_, 



> 



A ^2/1-1 

n — -^î» 7 



4Kn-i 
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sont toutes positives (K„ pouvant être nulle), Téquation 

n'a pas de racines réelles. 

Même conclusion, en remplaçant les quantités K par les quan- 
tités IiQy ^1, /ij, . . ., hfi, déterminées par les relations 



Ao = A2n, hi = A2n-2i 



•^2/1—21+1 



Corollaire, — Dans les mêmes circonstances, l'équation 

n'a pas de racine positive. 

Et, plus généralement, dans les circonstances indiquées, 
l'équation 

dans laquelle F(^) est une fonction entière à coefficients posi- 
tifs, n'a pas de racine positive. (Realis, N. G., 4-79.) 

Équations ayant un nombre limité de racines réelles. 

273. L'équation 

X x^ x^ x^ 

I -î ! 1 H- . . . ! . = O 

I 1.2 1.2.0 1.2.0. ../l 

ne peut avoir deux racines réelles. (Sylvester, N. A., 775.) 
{Graindorge, 66, 620; 67, 4 16.) 

274. L'équation 

y(Y-Hi) ^ y(y -T-\) . . .(y '\- n — i) 

I-hYX-h -^-^ x^-\-..,-^ ^^ ^-^ ^a7»=o 

' 1.2 I .2. . . n 

ne peut avoir deux racines réelles, quand ^ est >>o, et <c — n. 

(Sylvester, N. A., 776.). 
{Graindorge, 66, 520.) 
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275, L'équation 

a{, ■ X ■-— ^ -^ ■ J^" \ 

,/ .r' 3^> _,_ X"' \ _ 

ne peut avoir plus de deux racines réelles ( ' ). 

(SîLVEsrER, M., 676.) 

*276. En multipliant {x^ — i)" par la série 
la partie entière du produit sera le polynôme 



F(«)=«=.-.^(„-;)^ 



à l'égard duquel on propose de démontrer : 

1° Que l'équation F(a;) =o a toutes ses racines imaginaires, 
sauf la racine x^o, quand le nombre n est pair; 

2° Qu'en supposant n impair, elle n'admet, outre la racine 
nulle, que deux racines réelles égales et de signes contraires, 
dont la valeur absolue, supérieure à l'unité, est moindre que \/â 
et converge vers cette limite lorsque le nombre n augmente. 
(Hermite, n. a., 936.) 
(Callandreau, M, i^'.) 

"ÏTl. S,„ désignant In somme des puissances m'''"" des racines 
de l'équation 

Aia'" + Aj^"-' -.- . . .-I- A„,3^"-"'+' + . . . + A„3; + A„+, = o, 
où l'on a fait, pour abréger, 



(') L'énoncé n'est pas exact. Voir une Note : C.-A. Lâisant, M, 98. 
Nous le conservons néanmoins parce que la question peut provoquer 
encore des recherches intéressantes. A rapprocher des deux questions qui 
précÈdent. 
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on a, depuis m := i jusqu'à m^m inclusivement, 

S,„ = — (a'^-h^"'). 

On déduit de là que, a et 6 étant réels, l'équation considérée ne 
peut avoir deux racines réelles. (Reàlis, N. A., 999.) 

278. S;» désignant la somme des puissances m'*"*" des racines 
de l'équation 

1 2.3 

a{a -i-i)(«H-2)(«-^-3).,.Ca-T-/i — i) 

2.3 .4* • • ^ 

on a 

o/i = S/t_i = S/i_2 = ...-= 85= Si= — a, 

ç, a(a-i-i)(a-^2)...(a-'-/i) 

2 . . 4 . . . /l 

On déduit de là que, a étant positif, l'équation considérée ne 
peut avoir deux, racines réelles ; ce qui s'accorde avec l'énoncé 
de la question 776 (n° 274- ci-dessus). 

Note. — Pour l'équation 

/>»/i — 1 x^ — ^ 97" — ^ ce I 

a?" H h <- -" -3- -i- ... H 3-^— r H ^ = O, 

I 1.2 1.2.3 I . 2 . 3 . . . (/l — I ) I . 2 . 3 . . . /l 

on a évidemment 

02 = 03 = 04 ^^ . . . = S/i_i = O/j =^ o, 

et l'on reconnaît de même que l'équation ne peut avoir deux 
racines réelles; ce qui s'accorde avec la question 775 (*). 

(Realis, N. a., 1000.) 

279. L'équation 

/p/M-i .r"»-2 ip/«-3 x"^-P I 

Ka7"»H 1 \ ^ i h... H =0 

1 2 3 p m 



(•) Énoncé n" 273 ci-dessus. 
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a une seule racine réelle pour m impair. Si m est pair, elle a 

deux racines réelles au plus. 

Trouver la condition pour que ces deux racines existent (*). 

(H. Laurent, J. M., 211.) 
{Coignard, 80, i88.) 

280. L'équation 

aPx^-\- bPx^-^-h. . .-+- //^ = G, 

dans laquelle p désigne un nombre entier, a, b, . . . , / étant 
les termes consécutifs d'une progression arithmétique, a au 
plus/? -h I racines réelles. (Delens, J. S., 363.) 



Équations ayant des racines imaginaires. 

281. L'équation 

n , n.n — i 

CoiF'^H CiX"^-^-\ CiX^-^-\-, . .-4- riiCn-iX -h C„ = 

1 2 

Si au moins autant de racines imaginaires qu'on trouve de varia- 
tions de signes dans la suite 

(Newton.) 

Nota. — La démonstration d'Euler {Introduction au Calcul 
infinitésimal) n'est pas satisfaisante. (Genocchi, N. A., 4-34.) 

282. Soit l'équation 

x^-^ aiX^-^-\- aîX^-^-\-, . .-— an-iX -f- a^^ = o. 

Si 

{n — i)a\ — (/n-2)a2<o, 

l'équation a au moins un couple de racines imaginaires. 

(Tœplitz, N. a., /|.63.) 
{Brault, 59, 217.) 



(*) Énoncé légèrement modifié, d'après une rectification indiquée dans la 
solution de M. Coignard. 
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283. Une équation de la forme 

a7''»/(a)-+-a7'«-i/(a-hi)-hiF»»-2/(a-f- 2) -h. .. = 0, 

dans laquelle / désigne une fonction algébrique, a toujours des 
racines imaginaires. (Faure, N. A., 711.) 

{De Virieu, 65, 79.) 

284. 1° Si une équation /(^) = est ordonnée et de la forme 

/(ce) = cp(a7) -f- axP — ^xP-^ -+- -^xP-^-h ^K^) = o, 

<p et tj^ n'ayant que des permanences et a, p, y étant des nombres 
positifs tels que p* =z ay, l'équation n'a pas de racines réelles 
positives. 

2® Si quatre coefficients consécutifs d'une équation sont b -h Cj 
b, c, b — c, de sorte que 

f(x) = .,.{b-h- c)a7P-^-l^- bxP ^- cxp-^ -h (6 — c)xp-'^-\-. . . = o, 

l'équation a des racines imaginaires. 

3° Si quatre coefficients consécutifs sont a, 6, a, b, de telle 
sorte que 

f{x) = . .. axP-^^ -\~ bxP -^ axP-^ -+- bxP-^ -f- . . . = o, 

l'équation a au moins deux racines imaginaires. On propose de 
génécaliser cette proposition et de faire voir que, si trois coef- 
ficients consécutifs a, b, c se reproduisent trois fois périodique- 
ment, de telle sorte que l'on trouve dans l'équation «, 6, c; a, 
by C'y a, b, c comme étant 9 coefficients consécutifs, l'équation 
a, au moins, quatre racines imaginaires, et ainsi de suite. 

En supposant que les coefficients ai, a^, ..., «p se repro- 
duisent p fois périodiquement, dire combien l'équation a au 
moins de racines imaginaires. On distinguera les cas de p pair 
et de/? impair. (De Longchamps, N. A., 1367.) 

{Moret'Blanc, 82, 368.) 

285. Soit l'équation à coefficients positifs, 

X — aa?"'-! -T- bx^-^ — cx^-^ H- . . . = o ; 
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il y aura des racines imaginaires si l'une des conditions suivantes 
est remplie 

b > a», 

(H. Laurent, J. M., 213.) 

{ Liéi^eoisy 81, 86.) 

286. Si, dans une équation, A, B, C, D désignent quatre coef- 
ficients positifs, ou tels tout au moins que AG soit positif, si 
l'on a BG =z AD, l'équation proposée a des racines imaginaires. 

(De Longghamps, J. S., 6.) 
(Fer val, 83, 190.) 

287. Lorsque les trois premiers coefficients d'une équation de 

degré m sont i, /?, - — ? 1 équation a des racines imagi- 

naires. (De Longchaups, J. S., kQ.) 

{Genin, 83, i35.) 

288. Lorsque cinq coefficients consécutifs d'une équation sont 

A, B, G, 2B — A, aC — B, 
l'équation a des racines imaginaires. (De Longghamps, J. S., 47.) 
(Ferval, 83, 190.) 

289. Lorsque quatre coefficients consécutifs d'une équation 

sont 

-Î-3A, —A, —A, -+-3A, 

l'équation a des racines imaginaires. 

(De Longghamps, J. S., 48.) 

{Ferval, 83, 191.) 
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Racines réelles ou imaginaires. — Autres questions. 

290. Une équation ayant m racines réelles, si l'on en retranche 
réquation dérivée, le reste égalé à zéro aura au moins m — i 
racines réelles. (Terquem, N. A., 58.) 

( Worij 43, 319.) 

291. Soient m un nombre pair et l'équation 

Ao^'" — A,a7'«-i -f- A2^'«-2 — . . .— A,„_iir -+- k^, = o, 

où Aq, Al, A2, . . ., A,„ sont des nombres positifs. 
Soient H le plus grand des rapports 



A, A 

Aq A2 Av 



1 -^3 -^5 ^m-\ 



'//î— 2 



et h le plus petit des rapports 



A2 Av Â6 km 

? -r— J -r- ? • • • ? 



Al A3 As A„f_i 

l'équation proposée aura toutes ses racines comprises entre H 
et h si l'on a H >> A, et toutes ses racines imaginaires si l'on a 
H — A ou < h. (Prouhet, N. A., 780.) 

{Laisant, 67, 34-) 
292. Soient m un nombre impair et l'équation 

KqX'" — A 137"»-* -h k^X^^-^ — . . .-H kfft-iX — A;„ =0, 

où Aq, Al, . . ., A,„ sont des nombres positifs. 

Soient H le plus grand et H' le plus pelit des rapports 

A] A3 As km 



Ao A2 A4 A„i_i 

Soit h le plus petit des rapports 

As Av A,„_i^ 

T~' "\" ' * * ' ' Â ' 

Al A3 A,;i_2 
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l'équation n'a aucune racine supérieure à H, ni inférieure à H', 
et en outre elle ne peut en avoir qu'une seule inférieure à -• 

h h 

Il en résulte que, si H = - ou << -, l'équation n'aura qu'une 
racine réelle (*). (Prouhet, N. A., 781.) 

{Laisantj 67, 35.) 

293. U=o étant une équation algébrique, Ui, [J2, ..., 
U,i, ... les dérivées successives du premier membre : 

I® L'équation U =0 aura des racines imaginaires, si l'on n'a 
pas, pour toutes les valeurs de n et de x, 



1 .2. . . /i 



»J 


U/t-i.U,i_i 1 


I . 2 . , 


. . (/l — l). I .2. . . (/l -4- I) 


1.2. . 


,.(/l--2).I.2...(/H-2) 
U/1-3«Uai-4-3 



— o r _:_ "^ o 

1.2. ..(Al — 3). 1.2. ..(ai — i) 

l'existence d'un couple de racines imaginaires étant accusée, 
chaque fois que l'équation obtenue en égalant à zéro le premier 
membre de l'inégalité précédente n'a pas toutes ses racines ima- 
ginaires. 

2** Le même théorème subsistera si l'on remplace les déri- 
vées Uj, U2, . . . par les dérivées de la fonction suivante. 



V = U + A , U 1 -f- A 2 U 2 -h . . . -4- A 



m^ 



formée au moyen des coefficients d'une équation à racines toutes 
réelles, 

d'un degré égal ou inférieur au degré de U ==0. 

(J.-J.-A. Mathieu, N. A., 808.) 
{Pellet, 67, 617.) 



(*) Enoncé rectifié, d'après la solution. 
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294. I. Si réquation 

f^ L . m(tn — I ) , „ , . , . 

(i) xf" Ai^'«-i H ^ — ^ A2^'"-2 — . . .±/?i A,„_ia7± .\;rt = o 

a toutes ses racines positives, Aj, Aj, . . ., ^m-\^ ^m vérifient 
les inégalités 

yi) i\j^i\2, /Vj^i^g, /\3p»/\^, ..., ^m—\^^m 1 •••• 

Corollaire. — Si quelqu'une des inégalités (2) n'est pas 
vérifiée, l'équation (i) a des racines imaginaires (*). 

II. L'équation (i) a, au moins, autant de racines imaginaires 
qu'il y a de variations de signes dans la suite des m quantités. 

A2 A« A3 A2 A* A3 A'" A'"-i A 

(Realis, N. g., 147.) 

295. a et 6 étant deux quantités réelles, on considère la fonc- 
tion 

y = (x — a)"^(x — ^)"* ; 

on demande combien l'équation obtenue en égalant à zéro la 
dérivée m'«™® de j a de racines réelles. (J. M., 308.) 

(Tranié, 81, 384.) 

296. L'équation 

Xxf^-h wBa?"*-»-}- Aa7'»-2 

m(m — i)(m — 2)-^ , - , ^ 

+ -- ^ ~ Bx^^-3 -^fm-k{x) = O, 

(') Le théorème I a une grande analogie avec l'un de ceux que nous 
avons publiés, autrefois, dans les Comptes rendus, puis dans le Cours 
d'analyse de l'Université de Liège; cependant il n'y a pas identité. En 
effet, d'après ce dernier théorème, si toutes les racines de l'équation (i) 
sont positives, on a 



m .3 » w» ^ . m— I 



/ o X L A A A A A A *w A — 

( O ) A, ]>■ A.^, Aj j> A^,, A3 p» Am) • • • j ^m—\^ A,,, , .... 

Or, comme il est facile de le prouver, les inégalités (3) résultent des iné- 
galités (i); mais la réciproque n'est pas vraie. {Note de Catalan.) 



^ 






















"^^■•i-^ iV >, ,. 



y^» — — 



V*« - ^ » 



= '».- r - 






- -^I — 7»- i » -> - -- l 

^ -• ' — i .- — .^. ^ -^i 



'-- — ,-5 » . 



r •-» 



i. e-t 









' 7^i:::i-- 



■^ ^ 






^^^^^tZl. p. ,SEM-y - -"^^ -* ir^v %-4:- 



^v:e^ 



J •• 
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Note du Rédacteur. — La fonction homogène à deux va- 
riables de degré n peut évidemment s'écrire sous la forme 

. n.n — f . „ 

n.n — i./i — 2 ,, , _ 

H — azx^y^ -h ... -4- nan-\ xy^-^ -h a«^« = F. 

C'est cette forme que M. Gayley représente d'une manière si 
expressive et si mnémonique par 

(«0, «i, «2, «3, ..., ««)(^, j)"- 
Si l'on fait 

on a une expression à une variable; le révérend M. Roberts a 
remplacé «o, aj, a^, ... par a, b, c, d, 

Covariants et invariants, — Si dans la fonction F on rem- 
place X par \x -\- ixy et y par Vx -\- \k'y^ il est clair que la fonc- 
tion garde encore la forme 

(«i, a\, a;,, ..., a;,){x,yy^, 

où les a' sont des fonctions des a et des quatre constantes X, [x, 

X', H-'- 
Soient 

o{«o, «Il «2, • • • î ««j ^.» y) 

une fonction quelconque des a et de ^, y, et 

cp( «Q, rt J , (1.2 f . • • î <3[/j j ^■) y ) 

la fonction analogue en a' et j?, }^; mais les «' étant des fonc- 
tions des a, il s'ensuit que cette dernière fonction est aussi une 
fonction des a. 

Si la fonction cp est prise de telle manière que l'on ait l'identité 

cp(ao,«i, «2, • " 1 cm, oc, y) = (\\}.' —V \l)p ^{a'^^ a\,a\, o,'n,^,y\ 

où p est un nombre entier positif, alors la fonction cp est dite 
covaviant de F. 
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Si Ton avait simplement la fonction 

<p(ao, «i, «î, . . ., a„) 
sans J7 et sans y et qu^on eût Tidentité 

alors cp serait un invariant de la fonction F. 
Exemple, — Soient 

X = i, X, = o, txi = i; 



on trouve 



a'j = «1 -f- «0 f*> 



aj = ûTî -+- a û^i fx -h ao fx', 

aj = «3 -H 3 aj [jt -h 3 ûfi [ji* H- ao |x'. 
Prenons 

cp = (aj — août2)^^-t-(^i«2— aQaz)xy -^{a\ — aiaa)^'; 

désignons par 4> la fonction analogue en a'; si Ton y remplace 
ensuite les a' par leurs valeurs en a, on trouve 

p =o et (p = ^. 

Cette fonction cp jouit donc de la propriété qui la rend un 

covariant de F. 

Soient 

n = 1, 



alors 



F = UqX^ -h 2aixy -^ ct^y^ î 

a'o = aaX2 -i- 2 ai XX' H- «jX'*, 

aj = aoXfJi-i- ai(Xfji'-i- X'(jn- a2X'fji'), 

a j = «0 [1* -H 2 ai |X{jl' h- aj (Jt'*. 



Prenons 
sans X, y\ alors 



cp = af — aoaj, 
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et remplaçant les a' par leurs valeurs en a, on trouve 

et cp est un invariant de F; si 

alors • 

<ï> = cp 

{voir la Note de M. Gombescure, p. 198, de la Théorie des 
déterminants). (N. A., 412.) 

(Blerzjr, 59, 420; 61, 120.) 
*299. Soient ^j, ^2, ^3, . . . , ^;j les racines d'une équation 

que nous écrivons sous la forme maintenant bien connue 

(«0, «1, «2) •• M ««)(^> l)«=:o; 

posons 

où/' est la dérivée de/; démontrer que la forme 

(Ao, A,, A2, ..., A2«-4)(iF,7)2«-* 
est un covariant de la forme 

(ao, «1, «2, ..., an){x,yyK 

(M. RoBERTs, N. A., 525.) 

300. On sait que toutes les valeurs de X sont réelles lorsque 
Pune au moins des formes / ou cp est la somme de trois carrés, 
de même signe. On demande, dans ce cas, de séparer les trois 
racines de l'équation en X. (Ahigues, J. S., 299.) 

30t. / et cp étant deux formes quadratiques ternaires et à 
coefficients réels, si Ton égale à zéro le discriminant de la forme 

III. — Alg. Th. des nomb. 7 
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on oblient l'équation R(X) = o. Démontrer algébriquement 
que les racines réelles de cette équation, qui donnent pour/4- X«p 
une somme de deux carrés de même signe, sont nécessairement 
en nombre pair. (Amigues, J. S., 300.) 

Transformation des équations. 

302. En rendant rationnelle l'équation 

(aiH-a7)2"-i-(a2-ha7)2 4-. . .-!-(«;, -h a?)* = 0, 
on parvient à une équation du degré 2'*"'. (N. A., 127.) 
(B risse, 81, 329.) 

303. En calculant la valeur algébrique du déterminant 

n.n — I n.n--i.n — 2 . 

n t X t^ ... /ii^-2 f«-i 

1.2 1.2.3 

n.n — I n.n — 1 .n — 2 « n.n — ■ i .n — 7,.n — 3 „ 

. t «2 ..-- ^3 ... t^-'^ n 

A= 1.2 1.2.3 1.2.3.4 



n.n — I 

f^-^ n t ... n— !««-« n^»-« 

1.2 

les puissances impaires de t disparaissent et, en posant t^zzz m, 

l'équation A = o est l'équation aux carrés des différences des 

racines de l'équation 

a?" — 1 = 0. 

(M. RoBERTs, N. A., 581.) 
(Beltrami, 64, 64.) 

304. Etant donnée une équation réciproque /( ^ ) r^o, quelles 
sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équation 
en Zy obtenue en posant 

T 

x-\ — = z. 

X 

soit elle-même réciproque? (N. A., 773.) 
{Giard, 67, 126.) 
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305. 1° Les équations réciproques telles que, en posant 

Oit = x-\ — y 

X 

leurs transformées soient également réciproques, peuvent se 
mettre sous la forme 

F désignant une fonction entière et homogène de (a;-|-i)* 
et (^ — i)*. 

On suppose que l'équation primitive n'admet pas pour ra- 
-cine -H 1 ou — i. 

2° Les équations réciproques telles que, en posant 

I 

X -\ =t, 

X 

I 

leurs transformées soient également réciproques, peuvent se 
mettre sous la forme 

(a:2 H- 07 H- i)«(a72 — x-\- i)«' F [(arî -f- a? -f-i)2, {^x^ — x-^ 1)2] = o, 

F désignant une fonction entière et homogène des quanti- 
tés {x^^X-\' l)2, {x^^x-{- l)2 (1). 

(Pellet, N. a., 1364.) 

306. Si les racines d'une équation, de degré pair im. peuvent 

se partager en m groupes de deux racines oci, x^ satisfaisant à 

la relation 

ax^x^ -T- h{^X\-^ a^î)-!- c = o. 

on peut, par une substitution linéaire ^=:^^ ^, amener 

vr -h 



Ï7 
l'équation à n'avoir que des termes de degré pair en y, 

(Pellet, N. A., 1405.) 
{Fauquemberg-ue, 84, 386.) 



(*) Énoncé rectifié par l'auteur de la question (81, 528); il fait con- 
naître en même temps que cette question a été résolue, dans le Bulletin 
mensuel de V Académie de Clermont (mars 1881), par M. Paul. 



-^ I 
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307. Démontrer que les seules racines réelles de Téquatio» 

(i) (a?-f-i)*'» — a?"» — 2a? — 1=0 

sont 

o, _i et -i. (N. C.,38.) 
{Catalan^ 77, 83.) 

308. Dans la question précédente, former Téquation qui 
n^admet que les racines imaginaires de la proposée, c'est-à-dire 
trouver le quotient Q de 

{x-\- l)*» — 37*'* — 7.x I 

par 

x{x-^\){ix-^\) (1). (N. C, 39.) 

{Catalan^ 77, 84.) 

309. Prouver que, si l'on fait/=: 2^ h- i, la transformée de 
l'équation réduite, dans les deux questions précédentes, est 

( Gi^«'^-*-4-(Ci-i-C3)7««-«-4-(Gi-4-G3H-G5)^2«-8-f-... 

( -+- (Gi -f- G3 -H . . . -h Cin-z)y^ =0, .... 

Dans celle-ci 

in ^ iniin — i){in — 2) 



{Catalan, 77, 85.) 



1.2.3 

(Catalan, N. G., 4-0.) 



310. Discuter le nombre de racines réelles comprises entre a 
et 6, au moyen de la substitution 



y = - — ^. (Jacobi, n. g., 333.) 



(Laisant, 79, 23.) 



{*) Afin d'engager nos jeunes lecteurs à eflectuer cette division, nous 
leur indiquons le résultat du calcul 

Q = (a? + i)'"-*-f-(a7-+-i)"— ' + (a: + !)""-• + ... H- (a? -M) -i-i 

+ a? [(a: -f- 1)"-* — (a? + i)"»-»-+-a7' (a? + 1)"»-* — . . . — a?"»-» {x -+- i)x*''-*] 

— a?*"-' ■+■ a;»"-* + ... — a? -M . 

{Note de la Rédaction.) 
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311. Si l'on fait x -\ = z, la réduite de 

X 

•est 

n — I „ (n — i)(n — 3) 



{Durfee, 89, 196.) 



1.2 

(Catalan, M., 508.) 



Équations algébriques; autres questions. 

312. Etant donnée une équation algébrique, d'un degré quel- 
conque, à coefficients réels, chaque racine peut être considérée 
comme la tangente d'un arc réel ou imaginaire, l'unité étant 
prise pour rayon. 

On propose : 1° de démontrer que la somme de ces arcs est 

réelle; 2** de trouver cette somme à l'aide des tables. 

(N. A.,5.) 
{Terquerriy 42, 145.) 

'313. Lorsque le coefficient du premier terme d'une équation 
-est limité, et le coefficient du second terme un nombre négatif 
quelconque, on sait que, pour obtenir une limite supérieure des 
racines positives de l'équation, il suffit d'ajouter l'unité à la plus 
grande des valeurs absolues des coefficients négatifs de cette 
«quation; c'est la règle indiquée par Maclaurin. Mais, dans un 
grand nombre de cas, on aura, en fonction des coefficients, 
l'expression d'une limite supérieure plus approchée au moyen 
de la règle suivante, énoncée par Lagrange, 

Soient — kx^-Py — Ba?'"-'*, — C^'"-*, ... les termes néga- 
tifs de l'équation proposée, dont le degré est m; on aura une 
limite supérieure des racines positives en additionnant les deux 
plus grandes des quantités 

V^, (/B, (^, .... 

C'est ce que l'on propose de démontrer. 
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Supposons, par exemple, que Téquation proposée soit 

X^ — a? -h 37 — 1000 = o. 

La règle de Maclaurin donne pour limite supérieure looi, et 
celle de Lagrange donne ii. Ce dernier nombre est la plus- 
petite limite supérieure, entière. (N. A., 6.) 

{Pury, 42, 243.) 

Sl/i-. Soient F(^) une fonction entière en x] a, b deux 

, ..^ , .F'(a) F(6) — F(a) ., 

nombres z?o«w4 et 6 > a; si r^,] , [ >o et ,^, , , — - < o, il 

^ -^ F'(6) 4" («) 

^ aura au moins deux racines de F'(.r) comprises entre a et b^ 

(Prouhet, N. A., 89.) 
{Jullieriy 51, i44-) 

315. Trouver la n}^^^ dérivée de x"'{x — i)'V=:o, et démon- 
trer que cette dérivée a n racines comprises entre o et i. 

(Gauss, n. a., 191.) 
(Emery, 49, 45.) 

316. Trouver le coefficient de ^"""* dans l'équation en x de 
degré /i H- i, qui a pour racines les /i -t- 1 coefficients binomiaux 
de (a -h 6)'*. (N. A., 290.) 

(Faure, Sacchi, 55, 198; 57, 869.) 

317. Soit une équation algébrique (^{x)=zg; tous les coeffi- 
cients sont supposés entiers positifs, q est entier positif; t étant 
un nombre entier positif, si Ton a 

faisant 

^^ g-( ?)(0 

cp(*-hl) — (p(0' 

t-h h sera une valeur approchée de x comprise entre ^ et ^ + i ; 
discuter cette méthode d'approximation donnée par Cardan. 

(N. A.,325.) 
{Brocard, 76, 828; N. C, 76, 176.) 
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318. f{x)z=o est une équation algébrique à coefficients en- 
tiers; si/(o) et/(i) sont des nombres impairs, l'équation n'a 
aucune racine entière, (Gauss, N. A., 34.5.) 

(De Rochas, 57, 9,10, 71.) 



319. Soient les équations 



x^ — p x^-^- q X — r =0 
x^ — p'x^ -\- q' X — r' = 



(racines a, a', a"), 
(racines p, P', P"), 



et posons 



Di = 



D4 



I a p 




I a 


p 






a P' 


I a' P' 


, D,- 


I a' 


p" 


, D,= 




a' P' 


I ol" p" 




i a" 


P' 






a' p 


1 a p' 




I a 


p" 






« p- 


I a' p 


, 0,.:= 


I a' 
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, D. 




a' P' 


I ol" p" 




I a" 


p' 






a" P 


A — 277 


'2 -f. 4 ^3 


îSpqr 


-H-i 


i/.3/- — />»5 


r«, 





A' = 27 r'ï -^^q'i — iSp'q'r'-\- ip'^ r' — /)'« q'K 
Démontrer que l'équation suivante en t 

a pour racines les quantités 

n2 nî D2 r)2 n* n* 

'-'\y '-'il ^3î ^4» '^6» *-'6' 

(M. RoBKRTs, N. A., 351.) 
(/>e/ BeccarOy 59, 73.) 



320. Si l'équation 



(I) 



f{x)^-o 



est de degré ^a«r et si ses racines peuvent se partager en couples 
donnant la même somme 25, l'équation 



(ï) 



f{x) = o 
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admettra la racine s et ses autres racines se partageront en 
couples donnant la même somme 2S, 

Si l'équation (i) est de degré impair, ayant une racine égale 
à 5 et toutes ses autres racines pouvant se partager en couples 
dont la somme égale 2s, les racines de l'équation (2) se parta- 
geront aussi par couples donnant la même somme 2 s. 

Dans le premier cas, les équations 

et dans le second, les équations 

auront en commun la racine s, (Prouhet, N. A., 392.) 
(Chansorij 57, 456; 58, i56.) 

321. Discuter la fonction 

( I -^ a? -4- 372 -+- . . .-4- 37^)2 



Y = 

•^ 1-1-37-1- 372 -1-37* H-., .-h ir2« 

En égalant à zéro la dérivée de j, on trouve l'équation 

1-+- a?» -{- 07* ^- . . . -f- 372» — ( TU- i)x"' = ; 

trouver les racines réelles de cette équation. 

œ étant supposé compris entre -\- 1 et — i développer y en 

série ordonnée suivant les puissances de œ. 

(Catalan, N. A., 642.) 
(Geoffroy et Lhuillier, 63, SSy.) 

322. Étant donnée la série 

Co-i- Ci^-h G2^*-f-..., 

convergente pour une valeur finie quelconque réelle ou imagi- 
naire de -S, on pose l'équation 

Go -f- Cl z -h Ga^s^ -H . . . = A, 

A étant un nombre donné. 

Démontrer que la différence entre deux racines quelconques Si 
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et Z2 de cette équation est supérieure à une quantité fixe qui 
dépend de A et des coefficients Cq, Gj, C2, .... 

(PiGCiOLi, N. A., 94-7.) 

323. Trouver la somme des puissances semblables des racines 

de l'équation trinôme 

x^"^ -h p cc"^ -i- q = o 

lorsque Texposant t est un multiple de n, 

(Pellet, n. a., 1278.) 
{Fauquembergue, 79, 876.) 

*324'. f{oc) désignant un polynôme à coefficients réels, on peut 
toujours déterminer un nombre positif o), tel que le développe- 
ment de e^^f(x), suivant les puissances croissantes de œ, pré- 
sente précisément autant de variations que l'équation y(^) = o 
a de racines positives. (Làguerre, N. A., 1394-.) 

325. Soit une équation algébrique de degré m ayant pour 
racines des quantités réelles ou imaginaires représentées par 
des points Aj, A2, . . ., A^. Pour qu'un point P soit racine de 
l'équation dérivée, il faut et il suffit que les points Aj, Ag, ...,A'^, 
inverses des points racines par rapport au point P, admettent ce 
dernier comme centre des moyennes distances. 

(On sait que l'inverse Aj d'un point 'Ai par rapport à P est 
un point situé sur la droite PAj à une distance PAj, inverse 
dePA,.) 

iV. B, — Le théorème peut être déduit d'une remarque géné- 
ralement attribuée à Ghasles sur l^s positions d'équilibre d'un 
point attiré par des centres fixes en raison inverse de la distance, 
question qui a été étudiée en détail par M. Félix Lucas ( Comptes 
rendus, 2® semestre 1868). On en conclut l'importante consé- 
quence suivante due également à M. Félix Lucas {Comptes 
rendus, 1^^ semestre 1888) : 

Les racines de la dérivée sont situées à l'intérieur de tout 

polygone convexe entourant les racines de la proposée. 

(Appell, n. a., 1627.) 
(Audibert, 92, a6*.) 
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326. Former le premier membre de Téquation ayant pour 



racines 



a? = ± y 2 ± y/a zh v/'2 

(Ed. Lucas, N. G., 142.) 
{Bealis, Ed. Lucas, 77, 193, 3i5, 384.) 

327. Discuter Féquation 

/pîrt — i-h a(a?*«-i — a;) = o. 

(Catalan, N. C, 179.) 

328. Dans le tableau du calcul des racines entières d'une 
équation numérique, comment trouve-t-on immédiatement le 
quotient de /(a?) par (^ — a){œ — 6), a et b désignant deux, 
racines entières? (Ed. Lucas, N. C, 197.) 

(Freson, 77, 121.) 

329. Si les racines d'une équation 

x"- H- Aar'^-i -h B a7»-2 -f- . . . == o 

sont en progression arithmétique, les deux racines extrêmes 
sont données par l'équation 

r- r = (n — I)A2 — 2/lB. 

6{n — i) 

(Gatti, n. g., 264.) 
(Bealis, 77, 862.) 

*330. La plus petite racine positive de l'équation 

Aoa7» + . . .-h XiX^-^-\-. ..-i- A„ = o 
est limite inférieure des racines positives de l'équation 

ah -^ t ^ 

—. -. Aoa?'» -f- . . . 

a{a — i) 

{a — i)h-^i . ^_^ {a — n)h^^\ __ 

(a — i){a~-i — i) {a — n){a — n — i) 
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dans laquelle h est une quantité non comprise entre o et — i, 
et a, un nombre supérieur à n -f- i. (Realis, N. C, 361.) 

331. m et b désignant des constantes, on demande une valeur 
de X vérifiant Téquation 

X^n — X -\- = O. 

b "'-\Jb 

(Brogabd, ^.Q.., 403.) 
{Cesàro, 78, 365.) 

332. Si les équations 

f{x)—X=^0, /[/(a?)] — 07=0 

ont une racine commune qui soit racine simple de la première 
et racine multiple de la seconde, Tordre de multiplicité est 
impair. (Moutard, M., 519.) 

(Soons, Lemoine, 92, 47> 276.) 

333. Trouver pour A et B des valeurs entières telles que les 
racines des deux équations 

a?2 -f- Aa? -H B = o, x^^Ax — B=o 

soient à la fois rationnelles. (Mackenzie, M., 927.) 



Équations transcendantes. 

Q sin ûl^ 

334. Démontrer que l'équation ^ , = ^ n'a pas de 

racine réelle positive supérieure à 3, et n'a qu'une racine posi- 
tive comprise entre 2 et 3. (Cauchy, N. A., 37.) 

{Brocard, 74, 288.) 

335. Combien l'équation transcendante 2(1 — cosœ)^=zxûnx 
admet-elle de racines positives? (N. A., 49.) 

{Roche j 43, 244) 
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336. Étant données la longueur d'un arc de cercle et celle de 
sa corde, déterminer le rayon. (Vincent, N. A., 172.) 

(Lafonge, 48, io3.) 

337. Résoudre en nombres rationnels l'équation 

xy=y^. (GoLDBACH, N. A., 235.) 
[Lecointe, 52, 187.) 

338. Résoudre l'équation 3^ = 54^ — i35 (*). 

(N. A.,2W.) 
{Bugnot, 51, 461.) 

339. Soit donnée l'équation 

qui ne renferme que des puissances impaires de l'inconnue 
(excepté x^)\ il y a une racine réelle comprise entre 

/T 
2/w-i-I/A: 






(TcHEBiCHEF, N. A., 34-7, 516.) 
{De Foville, Bealis, 58, 326; 63, 32o.) 

340. I** Discuter la courbe qui a pour équation 
(i) ^ = sin[(!2/i -4- i)arc sina7]H-i. 

2° Démontrer que, si «p(^) est une fonction impaire (') qui 
n'a pas plus de 2n — i racines comprises entre -f- i et — i, la 



(' ) Les équations de cette forme ont toujours deux racines réelles. 

(Z). Bernoulli.) 
(') Bien que se rapportant à une équation algébrique, cette question a 
été placée ici à cause de sa connexité avec la suivante. 
(') On dit qu'une fonction (p(^) est impaire lorsqu'on a 

<p( — a?) = — <p(a?). 

( Note de Prouhet.) 
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courbe représentée par l'équation 
(2) j^ = cp(a?) 

rencontre la courbe (i) au moins en un point dont Tabscisse est 
comprise entre -i- i et — i. 

3° Déduire de ce qui précède la démonstration du théorème 
de M. Tchebichef (*) (question 3^7). (Prouhet, N. A., 356.) 

{De Foville, 58, 826.) 

341. xe '^ ""^—b: 

e = base népérienne, 
a = sin<j;, ^ < 90°; 

démontrer qu'en posant 

b = tangï ecostp^ 

Téquation transcendante a deux racines égales; de même en posant 

b = cotï e-co»'^. (PuiSEUX, N. A., 514.) 
(Gressier, 60, 23o.) 

342. Discuter et résoudre Téquation 

(Veccbio, n. C, 245.) 

Systèmes d'équations; résolutions. 

343. On propose de résoudre les équations 

zy — r^ = A, xz ~s^ =B, œy — «2 = G 
st — ra? = D, tr — 5jk = E, rs — zt=¥. 

(J. Ch. Dopain, n. a., 1253; J. S., 166, 184.) (»). 
{Gambey, N. A., 78, 284; Beyens, J. S., 88, 22.) 



(») Voir l'énoncé précédent. 

(») Aux notations près, la même question a été posée deux fois dans le 
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SW. Résoudre le système des deux équations 

sin'*^; y/i — sin^^y = a, 

et donner Tinterprétation géométrique des premiers membres 
des équations que l'on obtient, en éliminant tour à tour sin^ 
et sinac, (Escary, N. A., l^^SO.) 

345. Résoudre le système d'équations 

x-^y -{- z = a^ X -¥• V -\- w = b, y -^ w -h u = Cy 
z -\- u -+■ V = d, xu = yv = zw. 

(Neuberg, m., 319.) 

(Falisse, 85, 278.) 

34*6. Résoudre le système d'équations suivant, oùf= 1,2, ..., /i 

Cp désigne le nombre de combinaisons de p objets, /* à r. 

(M., 4.99.) 
(Cesàro, 87, 177.) 

347. Résoudre le système 
a: — V X — z y — x y — ^ » ^ — ^ z — y 



yZ ^3 ^3 ^3 «^ 37-^ J^3 

(Dawson, m., 533.) 
(CesàrOy 86, 263.) 

348. Résoudre le système d'équations 

x^ — yz — zu — uy = a, y^ — zu — ux — xz = bf 
z^ — ux — xy — yu = c, u^ — xy — yz — zx = d, 

(Dawson, M., 588.) 
(Déprez, 88, 78.) 

Journal de Mathématiques spéciales, comme nous l'indiquons, sous la 
signature de M. Walecki, lequel évidemment ignorait l'énoncé de M. Dupain. 
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349. Discuter le système d'équations 

A cos X ç,o%y H- B sin a? sin jk 

H- G(cosa? -I- cosj) -h D(sina7 -+- sin^)-i- E = o, 

A cos^ cosz H- B sinj^ sin z 

-h G(cos^ -H cos -s)-f- D(sin^ -+- sin ^) -h E = o, 

A cos^ cosiF -1- B sin 2 sin a? 

-T- G(cos-3 -f- cos a?) -h D (sin ^-+- sin 37)4- E =0. 

(M., 594.) 

350. Résoudre le système 

2(a7 — yY\ix -\- yY -\- z'^\ = ^*, 

3x(x-¥-y) — z^ _ ^y — 7 
Sy{x-^y) — z'^ ~~ 7 — 4^;' 

4 (a? -f-j^)^ — 2^ — 16 xy =0, 

sachant que -s est un nombre entier et que ^ et / sont rationnels. 

(M., 656.) 
(Brocard, 89, 279.) 

351. On donne le système 

a sin (a? — a)sin(j^ — z) 
-h b sin (y — P)sin(2 — x)-h c sin (z — y) sin (a; — y) = o, 

a cos(a7 — a)sin(^ — z) 
-+- b cos{y— p)sin(^ — x')-+- ccos(z — Y)sin(iF — y) = 0. 

En déduire les valeurs de ^ — Zy z — x, a: — y, 

(Neuberg, m., 688.) 
{Joachimescu, 91, 25.) 

352. Trouver les racines communes aux équations du système 

(J. M., 227.) 

353. Résoudre et discuter, dans les diverses hypothèses que 
Ton peut faire, le système des trois équations 

x^ -hy^ -{- z"' = a", 

2;in ^ y-ân ^ jstn ^ c'». (J. M., 262.) 

(Gilly, 81, 38i.) 
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SSi. Résoudre le système 

x-^y — ^yx — I, iFS-Hy3= —> 

(Edmunds, J. m., 318.) 1 

355. Résoudre les deux équations 

xy = {a-'b){X'—y), 

ab{x-^yy = (a*— b^){bx — ay), 

(Barisien, j. E., 5^2.) 
{Greenstreet, 94, 289. ) 

Systèmes d'équations; éliminations^ et propriétés. 

356. Etant données deux équations algébriques, chacune à 
une inconnue, trouver une troisième équation qui ait pour 
racines les différences que Ton obtient en retranchant successi- 
vement chaque racine de la seconde équation de chaque racine 
de la première. (N. A., 27.) 

( Vachette, 43, 5o8.) 

*357. Démontrer qu'en éliminant/ entre les équations 

4(ae — 466i?H-3c2)(6/— 4ce-+-3â?«) — (a/— 3 6eH-2Câ?)2=:o, 

3 [^2 (eî — ^/) -H 3 a6 (c/— rfe) -h 4 ac (c?2 — ce) 

^ <ib^(d^ — bf)-^ Sb^ce -^ Zc^ — Sbc^d'\ — {ae — ibd -f 3c^y =0, 

on est conduit à l'un ou l'autre des résultats 

{ae — ^bd-h 3c^y — iy(ace -+- o.bcd — ad^ — eb^ — c^)* = o, 
aî ( «e — 4 èû? -h 3 c2 ) — 3 ( 6» — ac)2 = o. 

(M. Roberts, N. a., 731.) 

*358. /(.2?, y) et cp(^, y) désignent deux fonctions entières 
de ^ et de /; ji, jj, . . . sont les racines de l'équation en y, 
f (^> y) ^^^> ^^ ^i> ^2> • • • ^^^ racines de la même équation, 
dans laquelle a? est seule traitée comme inconnue; enfin (aj, pi), 
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(«2» P2)» • • • représentent les solutions du système d'équations 

/(^,r)=o, cp(^, j) = o. 

Démontrer la relation 



dx 



d^j xfr. y) 



2 



kx-xk ^ock,y 

(DiDON, N. A., 1063.) 



. 359. Eliminer a et p entre les équations 

c* a^ — ( c^ -h a* ) a* a -}- a* a? = 0, 
c2p3_ (c2_- 62)62 p— b'*y = o. 

(Brocard, N. G., 238.) 

360. Si c est plus petit que l'unité, les équations 

a2(i _f- c^xyy = x{i -^ y){i-\- c^y), 
b^{i -^ c^xy)^ = y(i — x){i — c^x ) 

sont vérifiées par un système de valeurs réelles de x et de y, 
où œ est inférieur à l'unité. (Richelot, M., 321.) 

{Mansion, 86, 255.) 

361. Éliminer x^ /, z, u entre les équations 

x^ -\- xy -r- y^ — à^ , z^~^ zu-h u^ — a'^, 
x^ -^- xz -h z^ = b^ , y^-^yu-h u^= b'^, 
x^-^xu-i- u^= c^j y^~\-yz -^ z^ — c'^^ 

(iNeuberg, m., 332.) 

{Gob, 85, 41.) 
lu. — Alg. Th. des nomb. 8 
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362. Faire voir que les trois équations 

a^(x^-^xy -i-y^) — a.ry{.r ---y)-^ ar^y- — o, 
a^{y^-hyz -i- z^) — ayz{y— z)^y^z^r-.o, 
a^{z^ -1- zx -4-0:2) — azx{z -.- x) -\- z^x^ — o 

ne sont pas indépendantes. (.Young, M., 4-76.) 
(Déprez, 86, 67.) 

363. Éliminer ;r et j entre les équations 

acosx-^- b cosy = 1, asinx -^ b siny — 1^ 
smQ.x — sin2^ = c^{a^ — 0^ ). 

(TucKER, M., 721.) 

(Deiahaye, 91, '21 3.) 

364.. 1° Éliminer ^, y, z entre les équations 

yz(i — 'ix)= oL^ii — xy, 

zx{\-iy) = PMi— r)-^ 
ory{\— iz) = ^^{\ — z)^. 

X ---y -^ z — i. 

2" Éliminer ^, 7, z entre les équations 

yz{i — 2X) — a2(i — 07), 
zxii — iy)=^^ii-y), 
xy(i—'2.z) = y2(i__2)^ 

x-^y-{-z=^i. (Besso, M., 816, 835.) 



365. On donne 

x—y = a; xy = b. 

Exprimer o?'* — j'^ en fonction de Z> et de a pour une valeur 
entière, positive et quelconque de n. (J. M., 287.) 

(Lapareillé, 81, 266.) 
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366. Montrer que les équations 

bx^ -^ IX — 6 = 0, 

ax^ -^ ^x^ — 6air2 — ^x -t a ^=^0 

ne peuvent avoir une racine commune sans en avoir deux. 
Trouver la relation qui doit exister entre a et b pour qu'elles 
aient deux racines communes. Expliquer les résultats par la Tri- 
gonométrie. (E. HUMBERT, J. S., 314-.) 

367. Eliminer le paramètre cp entre les deux égalités 

e 



'2X sin^ô = c sin*( cp ) sin ( cp 



2 



iy sin*u = c sin2 1 çp -1 — j sin r o 1 • 

(De Longchamps, 3. E., i-SO.) 
{Droz-FarnVy 93, 262.) 



Divisibilité algébrique. 

368. Soit 

X- MNA; 

M et N sont des fonctions algébriques entières de x n*a)^ant pas 
de facteurs communs ni multiples; k est un nombre entier 
positif. Désignons par P le plus grand commun diviseur de X 

et de -7— ; faisons 
clx 



P' Vdx' 

alors N est le plus grand commun diviseur de Q et de R — k -j^ - 

(OSTROGRADSKY, N. A., 332.) 

{MoreaUy Bouché, Painvin, 57, 26, 66, 241.) 
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369. Démontrer que le polynôme 

est divisible par (.r — i)*. Trouver l'expression générale du 
quotient. (Genty, N. A., 1317.) 

{Pisani, 79, 43o.) 

370. La quantité 



/w— 1 



est divisible par 

x^ -\-xy -h^*, 

si m est un multiple impair de 3. (Gauchy, M., 19.) 
( Van Glahheke, 81, 94.) 

371. I. Décomposer, en deux facteurs entiers, Je polynôme 

(H- a: -1- a?^ H- , . . 4- a7«)2 — 37/1. 

II. Démontrer que /?, n étant deux nombres entiers, supé- 
rieurs à l'unité, le nombre 

(1 -+-/> H-/?2^...-hjD»)*— />« 

est composé. (Catalan, M., 165.) 
{Polet, 33, 46.) 

372. L'expression 

{x-\-\)P — xP — \ 

est divisible par ( j?^ -h ^ + i)S lorsque /? = 6m h- i . 

(Nedberg, m., 520.) 
{Rochetti, 86, ai5.) 

373. Soit P„ = ^2A__^Ar_^ i^ ^ étant égal à 2'^-». 1° Les 
polynômes Pi, Pj, ..., P», sont premiers entre eux, deux à 
deux. 2° Dans le produit P = Pi P2 ... P/^, ordonné suivant les 
puissances de x, les coefficients sont -+- i, — i ou zéro. 3° La 
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variable x étant moindre que Tunité, on a, quand n croît indéfi- 
niment 

( I H- a? -♦- a?^ ) lim P = i . 

(Catalan, M., 571.) 
(Joachimescu, 93, 5o.) 

374. Si n est impair, le polynôme j;*'* — œ^"' -h x^^ — x"^ -\-\ 
■est divisible par x^ — x^ -h x- — x -\-i. ( Sharp, M. , 715.) 

(Emmerichj 91, 208, 245.) 

375. Trouver les valeurs de y et de .c telles que les polynômes 

57* — 1X^ -h 3.r*-f- 227 -h X, 

a:* — 3a73 -f- 4372 -h 3a7 -i- ^ 

aient un facteur commun du second degré. (M., 840.) 
{LippenSy 93, i49-) 

376. a, 6, c, d désignant des nombres entiers et posi- 
tifs, ( j -h J?)"*"^*H- (i H- ^)^*"^^ est divisible par^^H-^-f i; 
^3a-i_j_ ^3/>_l_ ^3c-}-i est^ (jg même, divisible par a?- -h .37 h- i ; 
j7*a_l_ ^*6+i_|_ ^27*^-^-2 + ^r*'''^' est divisible par .r^ + j;*-i- a:*. 

(Laurent, J. M., 209.) 
{Papelier, 80, 228.) 

377. Soit V un poljnomtî entier en x\ Vi sa dérivée. On peut 
toujours trouver un polynôme X tel que XVj — i soit divisible 
par V; soit Vj le quotient; on détermine V3 à l'aide de Vj et 
de V2 comme on a déterminé Vj à Taide de Vet Vj, etc. La suite 
V) Vi, V2, V3, . . . peut remplacer la suite de Sturm, si V = o n'a 
pas de racines égales. (Laurent, J. M., 212.) 

{Simon, 80, 564.) 

378. Si m désigne un nombre entier positif, à quelle condi- 
tion doit-il satisfaire pour que {x -\- y)"^ — (^'"-{- y'") soi t divi- 
sible par o^^n-^j +j*? (Fabre, J. M., 273.) 

{Dupuy, 81, 282.) 
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379. Trouver la condition pour que les polynômes 

cx'^ -f- hx^ -r- a 
aient un facteur commun du second degré. (J. M., 359.) 
{Petit, Hanumenta-Rau, J. S., 83, 126; 85, a56.) 



FONCTIONS. 

Variations des fonctions ; maximums et minimums. 

380. Quel est le Vninimum de matière pour construire un vase 
cylindrique droit dont on donne : i° l'épaisseur uniforme du 
fond; 2° l'épaisseur uniforme de la partie latérale; 3° la capa- 
cité; 4° l'aire de la paroi intérieure; 5° l'aire de la paroi exté- 
rieure; 6® enfin une section faite parallèlement au fond, et sem- 
blable à une figure plane donnée? (Bordoni, N. A., 536.) 

{Brocard, 94, 44*.) 

*381. Discuter la fonction 

y ^=^ X cose-^. 

(RiEMANN, N. G., 266.) 

*382. Etant donnée la fonction entière de degré n 

dans laquelle le coefficient A© est positif, soit fait, pour abréger, 

«1 = A, — Ao, 

«2 = A2 — Al, 



dfi — A/i — Art-i, 
et soit m un nombre arbitraire ^ /^ -f- 2. 
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Si la fonction donnée ne change pas de signe lorsque x varie 
entre les limites o et i, le nombre 

est plus grand ou plus petit que l'unité, selon que le signe de la 
fonction, entre les limites indiquées, est positif ou négatif. 

(Realis, N. C, 375.) 

383. Etant donnée une feuille de carton ayant la forme d'un 
polygone régulier quelconque, en faire une boîte dont le volume 
soit maximum (*). (Gelin, N. C, 417.) 

( Laisanf, 79, '25.) 

384-. Etant donnée une pyramide régulière SA^Aj . . . A„, on 

fait tourner toutes les faces latérales d'un même angle a autour do 

leurs arêtes à la base. Soient Si Aj Aj, S2 Aj A3, . . . , S^A^^Ai leurs 

nouvelles positions. Déterminer l'angle a de manière que le 

volume du corps Ai Aj . . . A^SiSj . . . S/i soit maximum. 

(M., 24.) 
\ Lambert, 82, 34 (2).] 

385. Etant donnée une circonférence quelconque O, trouver 
le maximum de l'aire comprise entre un rayon OA, deux paral- 
lèles menées par O et A, et Parc intercepté par ces parallèles. 

(Petit Bois, M., 73.) 

[Pisani, 82, 9.1, i53 (3).J 

386. On donne deux circonférences O, 0' dont la seconde a 
pour diamètre un rayon OA de la première. Mener par O et A, 
du même côté de OA, deux parallèles telles que l'aire comprise 



(') Généralisation d'un problème résolu, autrefois, par M. J. Bertrand. 

{Note de l'Auteur.) 
(») La solution dont il s'agit n'est peut-être pas absolument complète. 
La question serait intéressante à revoir. 
(') Généralisation. 
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entre ces droites et les arcs interceptés sur les deux, circonférences 
soit maximum. (Petit Bois, M., 74-.) 

{Pisaniy 82, 22, i53.) 

387. L'expression 

v/a2 cos2(P -h a7)-f- 62sin2(P -+- x) 

-h v/«* cos2(P H- 2 a — ar) -h 62 sin2(P -+- 2a — x) 

croît lorsque x croît deoàa, siP + j?et PH-2a — x sont des 
angles compris entre o et 90°. (M., 251.) 

(84, 237.) 

388. Discuter la fonction 

tangua: 

•^ tangSa? 
X variant d'une manière continue de — 00 à -f- 00. (M., 821.) 

(^DecampSy 93, 254) 

389. On donne la longueur d'un arc de cercle, le rayon de ce 
cercle étant variable. D'un point on mène des droites aux extré- 
mités de l'arc, faisant entre elles un angle donné. Conditions de 
maximum du triangle curviligne ainsi formé. (J. S., 153.) 

390. -^ • "" 



Pour tout arc compris entre o et ^ > la différence tang ^ — x 
est comprise entre -^ et x^, (Delens, J. S., 36ii'.) 



Fonctions satisfaisant à des conditions données. 

391. Trouver une fonction de a, b, c, d telle, qu'en y faisant 

c — d 
br=:a, elle devienne — ; ^ j et en y faisant c-=:d, elle de- 

' 2(c-|-<i) -^ 

vienne-^ rr* (Leibniz, N. A., 300.) 

{Painviriy 55, 254, 358.) 
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392. Trouver la forme générale d'une fonction telle que 

cp(iC4-7)xcp(a7-^) = [cp(a?)-f-cp(7)][cp(a?) — cp(j)J. 

(On sait que sin^ et Ax sont des solutions particulières.) 

(J. Ch. Dupain, N. a., 763.) 
(Roux, 67, 74.) 

393. Etant donnée la fonction 

^ = Al ces a? -+- A2 cosaa? -f- As ces 3 a? -}-...+ A„cos/ia7, 

déterminer les coefficients A,, A,, A3, . . . , A;,, de manière que, 
pour ^=1 , y prenne la valeur de /i, . . ., et que, pour 

^— — -— J 7=7«; ri, Vî, jKs, •••, yn étant des quantités 
données. (Brocard, N. A., 979.) 

{Hunyadf, 72, 39.) 

394-. i^ Décomposer en fractions simples la fraction ration- 
nelle 

T 

(372— a2)'«(a72_r62)2(a:2_c2)2 . . . ( 2^2 — ^^2 )« ( 0:2 — /^ ' 

OÙ Ton a 

— a< — b<—c<...< — KKk...<b<a. 

2® Démontrer généralement que, dans une fraction rationnelle 

de la forme précédente, et dans laquelle les mêmes conditions 

se trouvent réunies, les numérateurs des fractions du premier 

a S 

degré sont nuls, excepté ceux des fractions et > 

^ X — a X -^ a 

lesquels sont toujours égaux et de signes contraires. Donner la 

signification géométrique de ce fait. (Escary, N. C, 216.) 

395. Etant donnée une fonction entière /(a?) de degré «, et 
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(/i H- i) quantités arbitraires a^ byC, ...,/, déterminer la valeur 
des coefficients A, B, . . ., L, dans le développement 

f(x ) i= Xfix - a ) ^- Bf'ix ~a-b) 

-^Cfix — a — b — c)-^..,-h L/«(a7 — a — 6— ...— /). 

(Glashan, m.) 32.) 

(Pisanl, 89, 8o.) 

396. Les constantes A, B, G, a, b, c étant données, déterminer 
les constantes Aj, B,, Gi de façon que l'expression 

B G Al B| Cl 

-f- 



x — a X — b ' X — c (x — a)* {x — b)^ {x — c)* 

soit le carré d'une fraction rationnelle en x, 

A quelle condition le problème est-il possible? 

Les constantes a, b^ c sont supposées différentes. (M., 605.) 

{ Lavallée-Poussin, 91, 23.» 

/ 

397. Etant donnée la fonction 

TV / gx. _ e-x 

on demande de calculer la fonction analogue cp(2j:) en fonction 
decp(^). (J. M.,33/i.) 

(Boulogne, 81, 56o.) 
*398. Trouver toutes les fractions rationnelles 

jouissant de la propriété que, si on les développe suivant les 
puissances croissantes de x^ les coefficients du développement 
soient égaux à zéro, à -h i ou à — i. (Laguerrb, J. S., 14-2.) 
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IDENTITÉS ET INÉGALITÉS. 



Identités; carrés ou sommes de carrés. 
399. On a 

•24 «1 «2 «3 — ( «1 -4- «2 -^ «3 )^ — ( ai -h «2 — as )3 

— (ai -r- a3 — a^f — (aj -4- as — ai )'. 

Trouver la loi de décomposition analogue pour un produit 
de n facteurs. (N. A., 78.) 

( Tardy, 51, 319.) 

4-00. Vérifier que 

2a22a'22a"2=: [aSa'a" -i- a'Saa"]^ -+- [ôSa'a'-r- ô'^aa"]*^ 

-i-[c-2a'a''-+-c'2:aa"]2-f-[2(6c'— c6')a']2, 

les neuf quantités a, 6, c, a', 6', c', a'', 6'', c" étant assujetties 

à la seule condition 

aa' -^ bb' -\- ce' — o ( ^ ). 

Cette identité donne, par exemple, la décomposition suivante : 

(2lî-h3*-h42)(42-H42-+-^2)(l2-r-Si2-l-3«;^ 742-1-712+ 1122 -4- 9'A«. 

(Catalan, N. A., 1183.) 
( Moret-Blanc, 76, i38.) 

^•Ol. Vérifier Tidentité 

2 (a — 6)(a — c)(a — c?)(3a — ^> — c — c?) 
= (a - b — c — d)^(a — b ~^~ c — d)^ 
-h(a— b -}- c — dy{a ~ b — c -^ dy 
f-(a-- b — c-^dyia-hb — c — dy. 



( ' ) Pour y satisfaire, il suffît, comme on sait, de prendre 

a' — ay — c^f b' -coL—ay^ c'—a^ — boL. 

{Note de M. Catalan.) 
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Remarque, ^— Si a, 6, c, d sont des nombres entiers, le pre- 
mier membre est donc décomposable en une somme de trois 
carrés. Soient, par exemple 

a = 3, 6 = 5, c = r, d = il\ 

alors 

— 4 -h 216-4- 56 — 9 = 259 = 1 5* ^- 32 -h 52. 

(LePaige, N. g., 365.) 
402. Démontrer que 






a? =p 2 

est le carré d'un polynôme entier, à coefficients enj:iers. 

(Gklin, N. g., 568.) 
{Jamet, Piumaj 80, 421, 469.) 

W3. Vérifier l'identité 

'/ /2/? 

2 1 

dans laquelle 

2/?3 = ^2_|_i. (Gatalan, m., 202.) 
(Cesàro, 84, 67.) 

/lO^-. Mettre l^{a^ ■-[- b^)^ sous la forme d'une somme de cinq 
carrés. (De Rocquigny, M., 330.) 

(Gob, 84, 212.) 
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405. Décomposer l'expression 

i°en trois carrés; 2° en quatre carrés. (De Rocquigny, M., 365.) 

(Gob, 85, 2o.) 

406. On sait que Texpression {a^ -h b^Y est une somme de 
deux carrés. Démontrer qu'on peut aussi la mettre sous la forme 
d'une somme de trois ou de quatre carrés. 

( Fauquembergue, m., 949.) 

*407. Si Ton a 
on a les identités suivantes 

6ai2 = (x -h jrf -h (x -h Zy -^ (x -h W)*-f-(^-i-^)*-4-(7-h m)* 

-+-(z -h uy-\-(x—yy~h{x — zy-h(x~uy-h(y — zy* 
-hiy — a)*-r-(.3 — w)*, 

ion^ = (x -hj)6-t-(a7_|- zy-\-{x -+- u)^ -^ (y -^ zy -h {y -\- u)^ 
H-(2 -f- uY^{x —y)^-\-{x — zY^{x — uf-^r-{y — zY 
-^{y -~ u)^ -^ {z — uf ^ ^x^ + 4y^ -I- 4^6 _|_ 4 2^6. 

(Ed. Lucas, J. M., 38.) 

*408. Si l'on a 

n — X' -hy^-h z^, 
on a aussi 

24 /i2 = 2{x-\-y -hz)'' -h 2(x -hy — zy 

-h'2(y -h z — xy-h 2{z -\-x — yy -{- {ixy -h (2yy -h ( 2zy . 

(Ed. Lucas, J. M., 39.) 

409. La somme des carrés de trois nombres entiers, multipliée 
par la somme des doubles produits des carrés de ces nombres, 
est une somme de trois carrés entiers. (Lemoine, J. E., 482 ) 

(Catalan, 93, 187 ) 
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Identités ; expressions déterminées. 

410. Etant donnée Téquation 

(a?3 -h j3 _ ^3 _ 'ixyz){x'^ -+- j'^ -• z'^ — '^x'y'z' ) 
= X3-hY3-f-Z3 — 3XYZ, 

comment trouver les valeurs de X, Y, Z en fonction de x, y^ z, 
x', /, z'I (M. RoBERTS, N. A., 405.) 

{ Souillartj 58, 192; 60, 820.) 

Ml. 

376 — 6 a?* -h 28 373 -I- 1 8 a;^"*-^ — 1 2 a- -4- 2, 

a? r-: {/i-l- 5/4, 

37* — lOa?* H- 1057 -:- 6, 



07 



32 a^ 
a:* = 5 a 37* -i- 5 8 37 -•- - — f- -77 • 

'^ a p 

(EuLER, N. A., 500.) 
{De Virieu, 60, SSg.) 



M2. Posons 
H = 6» — ac, 

r 

\ — ae — 4 ^^ -t- 3 c2 , 

J = ace H- 2 bcd — ad^ — eb^ — c* ; 

alors 

i^^y=4HI2— i2aIJ — a«K. 

(M. RoBERTS, N. A., 608.) 
(Harang, 63, i45.) 
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*kiS. En posant 



127 



H = aj — aoa^, 

I — ao «4 — 4 <3fi «3 -+- 3 a| , 

J — «0 «2 <3J4 -+- 2 ai «2 «3 — ai) al — af a^ — a| , 

K = 4(ao«4 — 4«i«3^- 3a|)(aia5— 4a2a4-f- 3a|) 
- - ( âo «6 — 3 ai «4 - '2 aa «3 )', 

L = aî(a| — a3a6)H-3aoai(a2a5 — a3a4)-h 4«oa2(«3 — a2a4) 
-h ^al (al— ai ai) -h 5af a2a4-H 3a|— 8aia|a3, 

démontrer la relation suivante 

aJL2 = 4H[H(13 — 9j2_^IL--HK)-haoJ(3L-i2)] 
-haîK(HI-haoJ)-f-a2I(i2J2-h2lL~ï3). 

(M. RoBERTs, N. A., 732.) 

4-14-. Démontrer qu'on a identiquement 

X» Y 4- YîZ -+- Z2U -h U«X = o, 

en prenant 

X = x{xy — z'^)y 

Z = —y(xy — z"^), 

U — — (j^3__^a7Îj. 

(Hersiitk, n. a., 794.) 
{Realisy 67, i83; 79, 3oi.) 

*4'15. Soient a, p, y, S, e cinq quantités quelconques. Posons 

A=(p-ï)nS-0^-^(P-S)2(Y-£)^-+-(p- 6)^7-5)*, 
B =:(a — y)«(8 — £)î-f-(a — 8)2(y — Ê)2-f-(a — e)2(Y — ô)», 
C = (a — p)«(S — e)2 ^ (a — S)«(p — e)2 -+- (a — £)«(p — 8)«, 
D-(«--p)«(Y-e)*-i-(a-Y)«(3-£)*+(a-e)H?-Y)', 
E=(a-P)«(Y-8)2-^(a-Y)'(P-S)2^-(a-8)«(P-Y)«; 

H=(a_p)î(a-Y)'(«-S)Ha-e)nP-Y)' 

x(p-8)2(P-£)»(Y-8)2(Y-s)«(8-£)«, 

P=S(a-P)*(Y-8)HY-0»(8-0'- 
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Démontrer la relation suivante 

ABCDE — 2P« = 24n. 

(M. RoBERTS, N. A., 831.) 

*416. Etant donné un produit de n facteurs linéaires, à deux 
variables, de la forme 

{x ->- y){x -^ y —\){x -\- y — 'i) . . .{x -^ y — n-^\), 

on propose de le décomposer en une somme de produits où les 
variables soient séparées. (Brocard, N. C, 172.) 

4-17. Démontrer que Texpression 

(a-f-i)(a-T-2)...(a-i-/i — i)[a(i — x) — na?] 

s'évanouit identiquement, si l'on y remplace chaque puissance a^^ 
par le coefficient de a^, dans le développement de ^^- 

I € X 

(N. C, 560.) 
418. Vérifier l'égalité 



v/-\/'-^-v/— \>' 



8 / ^^ 

^= = V' I -h 2 V — ^ -H /5. 



v/5 



4 

(Catalan, N. C, 569; M., 309.) 
(Stuyvaerts, M., 84, 198.) 

4-19. Soient 

A=T^ . . . rr, B 



{b — c){b — d){c — d) {a~c){a — d)(c — d) 



(a — b){a — d)(b — d)' {a — b){a — c){b — c)' 
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on a 

(A-BH-C-D)(l-i + ^-l) = 4«(^). 

(P. A. Mac Mahon, M., 497.) 

420. Si A et A' sont deux, polynômes de degré n à coefficients 
réels, et si B et B' sont deux polynômes de degré moindre que 2/1, 
on ne peut avoir Tidentité 

A» + B = A'»-f-B' 

sans avoir les deux suivantes 

A = A', 

B = B'. (Amigues, J. s., 106.) 
{Bourgarely 86, gS.) 

Identités; nombres combinatoires. 
421. 

n est un nombre entier positif, p une quantité quelconque ; et 

r />(p--i)...(/? — n-+-i) 

^p.» — r~r"Q — ;;; • 



{Tardy, 54, 26; 58, 348.) 



(Catalan, N. A., 262.) 



422. Jip nombre de combinaisons de n éléments pris p 9i p 
sans répétition, et n'p avec répétition. On a 

n'p—ni{n — i)p-+- n^{n — i)'p 

— 718(^ — 3);, + ... -i-(—i)«nrt_i(i);, = (/? — ï)rt_i. 

(N. A., 507.) 
(/>e VirieUy 60, 397.) 

(*) Cet énoncé est inexact (vo^V 91, 258); nous le maintenons quand 
même, parce que les formes de A, ... sont intéressantes et peuvent pro- 
voquer la recherche d'autres identités dignes de remarque. 

m. — Alg. Th, des nomb. 9 
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423. Si Ton désigne par Cjj le nombre des combinaisons sans 
répétition de m objets p à. /?, en regardant CJ^ comme égal à 
l'unité, on a l'identité suivante 

(D. André, N. A., 966.) 
(Moret-Blanc, 71, i45.) 

424. Démontrer la formule suivante, où CJ^ est le nombre 
des combinaisons de m objets n k n 

(H. Laurent, N. A., 1254.) 

{Moret-Blanc, 78, a36.) 

425. Vérifier l'identité 

(aa)/*-i — G„_s,i(2a)«-3 + G«-3,î(2a)«-5_. . . 

= G,i,ia»-i+G„,8«'*-'(«* — 0-^Gn,6a«-6(a2 — 1)2 + .... 

(Catalan, N. A., 1490.) 

426. Cjj désignant le nombre des combinaisons de m lettres p 
k Pj démontrer la formule 

(Pellerin, n. a., 1571.) 

427. Vérifier l'identité 

^ 2.4.6 .2/1 ^ 

^ 3.5.7.. .(2/14-1) ^ ^ 

(Catalan, N., C, 103.) 
(^Catalan, 11 y 417O 



(*) Par exemple, si /i = 5 

I I oi/î.'^ .'c/. 2.4.6.8.10 

202 -I- - .70.2 + -P .20.6 H .6.20 -h - .2.70 H .252 = 4' 5-? ' 

^ ' 5 7 9 ' II ^ 3.5. 7.9. II 

{Note de Catalan,) 



IDENTITÉS ET INfiGÀLITÉS. l3l 

ft.28. Vérifier Tidentité 

' 

(Catalan, N. C, W3.) 

429. Vérifier Tidentilé 

■+- ^q^i,q'^p,q+3 — . . . ih Cp—i^q,Gp^q-idz Cp—i^g = I. 

(De Longghamps, N. C, W7.) 

430. Démontrer que 

^ n ^ r ^ n i i i 



1.2.4 ' 3.4.4^ ' 5.6.4' ' a 34 

(Cesàro, m., 203.) 
{Mantel, 90, 200.) 

431. Soit Sfi^p la somme des produits p ^ p des n premiers 
nombres entiers. Démontrer la relation 

1 = 

(CesIro, m., 356.) 
{Baudran, 92, i4i.) 

432. Démontrer l'identité 

ï — Cî„,i -h G|„,, — G|„,3 -h. . . H- I = (— i)»Gî„,„. 

(Cesàro, M., 386.) 
{Beyens, 90, 63.) 

(*) Il en résulte par exemple 

1^0' 120' 120" lAo" , ^ ^ ^ ,« , 

252»+ -i 1 i 1- -{ h 2^2»= 2»r25l« — l6.'70"4-48.20»]. 

D 10 10 5 ^ / T J 

{JVote de Catalan.) 
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433. Démontrer la relation 

G»,i — G„, j G3,î + C«,3 G4,s — G»,4 Gs^î -+-... ± G„,„ G„+i,» = o. 

(Catalan, M., 505.) 
{Durfee, 89, i94-) 

434. Vérifier l'identité 

n 1 

ti'^^c— 4y[Gj»-îp,»-prc»-p,/>=^ ô^ > 



/i étant un nombre fixe et/? prenant successivement les valeurs o, 
1,2, . . ., n. (Catalan, M., 513.) 

435. Démontrer les formules 

2 /3 . /17C ^ p p 

(Ed. Lucas, M., 562.) 
{Stuyvaertf 88, 124.) 

436. Vérifier l'identité 

= 4»- - G„+,,„4»-*-H "^?, '^ G„+,,„4'-»--. . .+ C,„,„. 

I 1 • ^ 

(Catalan, M., 726.) 
[Laisantf 91, 269 (*).] 

437. Si a, ô sont des nombres entiers et si ^, y vérifient la 
condition ^ -j-y m m, la quantité 



mi 



a ' a -4-1 ' «H- 2 



± -^=— T ^- m^-^ 4" — Ga-i,i/^«-^ r h. . .d= -î^— i^ 

a-HÔ — I b ' D-Hi a-h6 — I 



(*) Généralisalion. 
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est indépendante de x et de y. Quand m = i, la proposition est 
presque évidente. (Catalan, M., 831.) 

( Cristescu, 95, 19.) 

438. Établir l'identité suivante, qui a lieu pour toutes les 
valeurs entières de /> et de n 

nP — Cj^+i (n — i) 4- C|+i (n — 2)P 4-. . . 

-î-(—i)p Cj+i(/i -/?)/»+(— o/'+ic* —/> — 0^ = o. 

(De Longhamps, J. M., 320.) 

4p39. Etablir, pour les valeurs entières et positives de/> et de /i, 
et quel que soit œ^ l'identité 

(a? — i)P+i[iPa?4-a/'a7* + . . .-h/i^a?'*] 
= Piay'^+P+i -f- Pj^f^+p-i-. . .-4- Pp+ia7»+i 
-4- aj(,ip/' -4- «p+i a?/»-* -i- . . . -+- «1 a?, 

les coefficients a, p, étant indépendants de Xy et donnés par les 
égalités 

Pi = nP, 

p, = (n-i)P-GJi+4/iP, 

P3 = (/i — 2)P — Gj,+i(7i — i)P-4- CJ+i nP, 



P/,4-l = (n -/>)/»- G>^.i (71 -/?-l)P, 
«! = (— l)''+».lPH-...H-(— i)pCj;+i/IP, 

a2 = (-i)P+i.2P-h(-i)PG^+i.ip, 

a3 = (-i)P-*-i.3P + (— i)pGi+^2P-+-(-i)p-»G«+, iP, 



ap = ( — I P+i jDP H- ... + (_- ,)i GP+I . iP. 

(De Longghamps, J. M., 321.) 
{Baron, 81, 5ii.) 

fM. Cm,p désignant le nombre des combinaisons de m objets 
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p k pi et F m le nombre des permutations de m objets, on a 
m'«— C^_i( w ~ i)"« -h C;n,j(m — 2)'«— . . . 

(PiCQUET, J. S., 158.) 
(Picquet, 88, 172, 237.) 

Wl. Démontrer que l'on a 

I -+- GJ,C^-+- GJ,CJ-+-. . .+ G2J Cj? = CJV,„, 

m et p désignant deux entiers positifs tels que p^m, 

(Roux, J. S., 230.) 
(Balitrand, 90, 272.) 



442. Soit 

X = 
2» 



'^ = r^Zï [G/1,1 — 3G;,,3-+- 3*Grt,6 — . . .]. 



Si Ton fait /i = i, 2, 3, ..., les valeurs de a? sont 4-1, — i 
où zéro. (Catalan, J. S., 265.) 

{Baudran, 91, 211.) 

*4A3. Si Ton pose tang^ = ^, on a 

Gif-GÎ<»-f-GA/»-h... P 

Montrer que Ton a 

Pï4-Q2 = (l-f.^î)«, 

et 

Qî_P2 = GJ^2-f-Gi„«*— .... 

Déduire de là, des relations entre CJ et Cf„. 

(G. HUMBERT, J. S., 312.) 
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Identités; suites terminées, sans variable* 

a» -f- 6« = (a -f- 6)» — 2 ab(a -h è)«-« H- ^'^"""^ a^b^(a + è)«-* 

/i(/i — 5)(/i — 4) , . t\„ « / .„n n — ^p-^j 
i.a.3 ^ I a 

X f- • • • aPbP(a-h b^— ap), 

3 p '^ ' 

n étant un nombre entier positif. (Stern, N. A., 70, 479.) 

{Mention, Le Besgue^ Vachette, 47, Sgg, 4^7; 61, i55, 264.) 

445. Soit 

o III T n\ 

234 n ^ C^ — ^)'yî 

où n ! désigne le produit i . 2 . 3 • . . n. On a 

S;, — ni.Sn-i-t-/i2.S«_2 — . . .-+-(— 1)'*-* /11. Si = - 



{Loxhay, 52, 463.) 

446. Démontrer Tidentité 

«1 -t- aj -h «3 -+-...-+- a/i 

a^i^aQ-h Ui"^ a^-y- . . .-^ a,i) 
a\ a% 



n 
(Arndt, n. a., 237.) 



ûro(«o-l-«i) («0-*- ûti)(ao^-«iH- «2) 

«3 . 

( a© -i- «1 -h ^2 ) ( «0 H- «1 -t- «2 -+- «3 ) 

(aoH- ai-t-. . .-h art-i)(ao-l-«i-i-.. .-h a») 

(Werner, n. a., 440.) 



{Brault, 58, 296, 398.) 
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kkl. Faire voir que, p étant un nombre entier positif quel- 
conque, on a 

mP mP(mP — ïp) mP{mP — iP){mP — 2P) 

O = iP 1 ■ h. . . . 

IP IP.^P IP.2P.ÔP 

(B0CR6ET, N, A., iik68.) 
(Françoise, 59, 219, 233 ; 61, i55.) 

hhS, Soit Çq le quotient par i.a.3.../i du produit de p 
nombres consécutifs, le premier étant (a — i)/?; soit Çi le quo- 
tient analogue, le premier nombre étant (a — 1)/> — a; q^ le 
quotient analogue, le premier nombre étant (a — i)p — 2a, et 
ainsi de suite, en s'arrêtant lorsqu^on trouve un premier nombre 
nul ou négatif; on aura la relation 

^ 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 ^ 

(J.-J.-A. Mathieu, N. A., 838.) 
(Z). André, 70, 86.) 

*U9. a étant un nombre entier positif quelconque, si Ton 
désigne par S^ la somme des résultats que fournit Texpression 

[^i(a — i)][<i(a — i) — i]^8(« — 0— 2]...[f„(a~i) — (n — i)] 

lorsqu'on y remplace ^1, ^„ ^„ ..., t^ par tous les nombres 
entiers depuis i jusqu'à />, avec cette restriction que l'on ait 
toujours 

et 

tk{a — \)>k — \, 

alors on a l'identité suivante 

Si Sj Ss 



/?-hI ' (/? + !)(/> + 2) (j9-+-l)(/>-f-2)(/?-h3) 



-^(7 



Ol7? + 2) ... {ap) \ a ) 
(D. André, N. A., 967.) 
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kSO. Montrer que, pour toute valeur entière et positive du 
nombre m, la suite terminée 

- m m(m — i)h — - - /n(m — i)(m — 2) 

I i3 i35 

2222 

« V - m(nt — i)(m — 2)(m — 3)-4-. .. 

1357 

a pour valeur 

2m 



2/w — 1 
(Hàton de là Goupiluére, N. A., 1079.) 
{Moret-Blanc, 72, 619; 74, 88.) 

451. Montrer que, pour toutes les valeurs entières et positives 
des deux nombres m et /i, la suite terminée 

j^ 71 I n{n — i) I n{n — i){n — 2) i 



m I mn-i 1,2 m-i-2 1.2.3 ;/n- 3 

n{n — i){n — 2)(/i — 3) i 



1.2.3.4 w-i-4 

a pour valeur 

1.2.3.4' "(m — i) 



(/i-hi)(/n-2)...(n-Hm) 

(Haton de la Goupilliére, n. a., 1080.) 
(72, 520; 74, 88.) 

452. Montrer que, pour toutes les valeurs entières et positives 
des trois nombres /n, /i,/> (en supposant, bien entendu,/? > m + /z), 
la suite terminée 

m(m-hi)(mH-2). .. (m-f- 7i) 

4- (m H- i)(m-i- 2)(/n-H3) .. .(/n-h n -h i) 
-H(/n-H2)(m-h3)(m-H4)...(/nH- 71-4-2) 
-4-(mH-3)(/n-}-4)(m-*-5)...(/7H-/n- 3) -+-... 
H- (/> — '»)(/' — 'ï -+-!)(/> -/* + 2) ...(/? — 2)(/? — !)/? 
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a pour valeur 

ip '^i)p(p — i)...(/3 — n) — (/?i-4-/i)(m-i-/i — i)... m(m — i) 

(Haton de la Goupillière, n. a., 1082.) 
{Moret'Blanc, 72, 476.) 



453. Démontrer Tégalité 
p=n [ o pour n impair, 



2(-o^ 



1.2.../? J pour n pair. 

(C. DE Polignac, n. a., 1102.) 
{De Virieuy 73, 189.) 



4.54. On a, identiquement y 



\ III I ,X 

...H = 1 h- — --4-... 0). 



n-\-\ n-i-1 n + 3 2/1 284 2/1 

(Catalan, N. A., 1134.) 
[Luisant j 74, SgS (*).] 

455. Démontrer que la formule 

— ?i^ 2*/lS(/l^ — I») _ 2^/1^/1^ — I^)(/l»-2«) 

2 . 2.3.4 2.3.4*5*6 



2.3.4.5.6.7.8 

a pour valeur — i ou 4-1, selon que n est un nombre impair ou 
un nombre pair. (Realis, N. A., 1190.) 

{Genèse, 76, 189.) 



(*) Note sur une formule de M, Botesù {Bulletins de V Académie de 
Belgique, 1872). 
(') Généralisation. 
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*456. a, bj Cy , , ,, k étant des quantités inégales, on a 

^^^ ^(^^=T -^•••■^ ^"^^j [{a - b)^(a - c)Ha - A:)* J "'*^' 
soient par exemple 

a = 2, ô = 5, c == 7, <i = îî, 
l'égalité (A) devient 

\ 3~5""9JU.u5.8ij"^(3"~2""6/V^4T36/ 

(Catalan, N. A., 1246.) 

457. Le nombre entier k étant pair et supérieur à 2, on a 

A: — T (A- — i)(A: — 3) (A: — r)(A:— 3). . .9.7.5 

X:-2"^(A:-'2)(A:-4)"^*"'^(^'-a)(^-4)...8.6.4 

(A>-i)a^3)... 7.5.3 ^ (Realis, N. C. 217.) 
[Zaûan^; 77, 169 (*).] 



458. Le nombre entier h étant impair, on a 

h — i (h — i)(h — 3) (A — i)(A--3)...6.4.2 



/i — 2 (/i — 2)(A — 4) (A — 2)(A — 4)... 5.3.1 

(Realïs, n. C, 218.) 
[Laisant, 77, i69(*).] 



(*) Généralisation. 
C) Généralisation. 
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*k&9. Démontrer les relations suivantes 

(m-+-a)(/n — 2) (m-h mm-^^Xm — i^Xm — 4) 
a. 3 2.3.4*^ 

m 

= (— i)^ ; (/npair). (Lageinge.) 

(/yi-M)(m — 1) (m-f-3)(m-f-i)(/n — i)(m~3) 
1.2 1.2.3.4 

m — i 

= /n( — i) > ; (m impair). (Lagrange.) 

(/nH-2)m (m-h 4)('w-f-2)/ii(//i — 2) 
2.3 2.3.4*5 



(m-^i)m i (/n-+-2)(/n-M)m(m — i)/i\* 
I -\ — I — _ I _ 1 

I* 2 I».2* 



I 

= (— i)«; (/n pair). (CATALAif.) 

G)'— •=" 

(DiRIGHLET.) 

_ , m(m — i) , m(/?i — i)(/yi — 2)(/?i — 3) . /ï\'"r 

(Catalan, N. C, 292.) 

460. Vérifier l'identité 

* r 1 Lii ' 1.3. 5. ..(2/1 — 3)"| _ 1.3.5... C2/1 — f) 

2nL a 2.4"^'" 2. 4. 6. ..(2/1 — 2)J ~~ 2. 4-6. ..2/1 

(BOMBLBD, N. C, ii.62.) 
[Cesàro, 79, 171, 172 (*).] 

461. Vérifier l'identité 

i.2...(a— i).i.2...6 La I a-hi 1.2 a-h2 a + 6J 

a + 6 (a-f-6)(a-+-è — i) , ., 

= H j— (c-O+i '-^ .(c — !)« + .. . 

. ia-hb)(a-^b'-'j).,,(a-+-i) 

"■ TTÏTTô ^"^ "• '^^' 

dans laquelle a et ^ sont des nombres entiers. 

(Catalan, N. C, 489.) 
{Mangoriy 79, 253.) 

(*) Généralisation. 
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&62. Si 

«0=1, «1 = 0, ak = {k — i)(a*-i + a*-t), 

démontrer que 

n n(n — i) n . 

^» H ^n—i H ût/,_j -h. ..H ai-i- ao = 1,^,3. ,. n 

I 1.2 I 

et réciproquement. (M., 186.) 
(Cesàro, 84, 173.) 

ilk63. Démontrer Fidentité 

. ai qt . ■ ' fl^n ( ai — 6i)( g» — • ^t) ■ " ( ^n — ^1) 

^ '^ 616,. ..a„ 61(61— 6i)(6i — 63)...(6i — 6„) 
(ai — bj) (at — 6») . . . (an — 61) (ai — 6„)(at — 6n) ...(a„— fe„) _ 

"^6j(62-6i)(6,-6,)...(6,-6«) ••• 6„(6„-6i)(6„-6,)...(6„-6«_i)-* 

(Bàrbarin, m., 323.) 
(Neuberg, 88, 116.) 

46!i<. Démontrer Pidentité suivante 

mP 

(1.2.3. . .m)(i.2.3.. .p) 

~~i3(f .2.3...cï)(i.2.3... P;...(i.2.3...X).aY(2.3)5...(2.3...jD)>'' 

le signe x portant sur toutes les valeurs entières, positives ou 

nulles, des quantités a, ^, . . . , X qui véri^ent les deux équations 
simultanées 

a-+- p-H YH-. ..H-X = m, p -+-2Y + 38-H...-+-JDX =/?. 

(Weill, m., fcl2.) 
(G. Teixeira, 91, i43.) 

465. Si m est un nombre entier, on a 

1 .3.5...(2m-Hi) _ I __ _i_ m(m — i) i.3 __ 
2.4.6. . .(a/n-f- 2) 2 * 2.4 1.2 2.4.6 

2.4.6. ..2/n I m(m — i) I 

= I — m. - ■+- 



3.5.7.. .(2/n-Hi) 3 ^-^ ^ 

(Servais, M., 63fc.) 
(Crlstesco, Decamps, 94, 71.) 
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iSi.66. Si Ton pose 

c III i 

'^ '2 3 4 'ip 

on a ridentité 

(De Longchàmps, J. M., ^5.) 
{Cordeau, 78, iii.) 

Wt, Si Ton pose 

I I I 

1.2 1.2.3 1.2. .. n 

on a 

ncn = ( n -h I ) e^n-\) — ^n-t . 

(De Longghamps, J. M., 46.) 
( Vautré y 78, 112.) 

4.68. Si Ton désigne par S^, la somme 

III I 

234 ^ 

démontrer les identités suivantes 

1° 

Vn—in — i 2 il 

' L I 2 n — 2/1 — I J 



__ 3 r__L_ I i ] 

3« 

r i 1 I il 

4° 
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cj/l + lf 2 /l — 2I 

On == H I — 7 r? ^ -H. . .H ■ I y 

2 [n{n — i)(/i — 2) 2.3 J 

xo / xf'* — I 71 — 2 /1--3 1 n 

(n — i)S«=(/i-4-i) H —. --+- 5- r-f-...+ - 

7" 
„ fia 71 — 1"| 

80 

71 + 2 r I I il 

O/i = I H I h —. -f- . . . H- —r I y 

n — ^\_2.n 3(/i — ij (71 — i).3J 

90 

o r» ^ 71 — 2"1 



10* 



" '' 71 — /> -t- l L7Z(jO -4-1) (/? H- 2)(7l — I) *** /iC/^-r-IjJ 

(De Longchamps, J M., 25iii^.) 
(J. S., 82, 34, 53.) 

4.69. a, b,Cf ..,y h étant des quantités quelconques, inégales, 
l'équation 



_a — b a — c '** a — h a — x 

^^ [{a — b){a — c)..,{a — x)]i 

II II 



b — a b — c ** b — h b — x 

[{b ^a){b — c),,,{b — x)]i 
I [ I 



X — a X — b ' ' X — h 

"^ [{x — a){x — b ) . . , {x — h)]^ 

représente l'axe des abscisses (*). (Catalan, J. S., 302.) 
(91, 189.) 

C) Voir Académie de Belgique, Bulletins, juin 1890. 
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Identités ; suites terminées, contenant une variable. 
ilk70. k est un nombre entier positif; 

n 

^.f{k) est la somme d^une fonction de k^ où k prend succes- 



slvement les valeurs o, i, 2, 3, . . . , n; 

n/e coefficient de a?* dans le binôme (14-^)'^; 
n ! produit continuel 1 . 2 . 3 . . . /z. 

Si/(A-) = ( — i)*/i;tA:'^S on a 



(DuRÈGB, N. A., 508.) 
{De Virieu, 60, 

Wi. Vérifier Tidentité 

( r-H a?)*» = (i -4- a?)»-i H (i + x^-^x 

(/i-+-i)(nH-2) , x„ , , 

H ^-^^ (i^xy-^x^ 

1.2 

H ^^^^ ^ a?«-i-... 

1.2 ... 71 

(/i-hi)(7H-i) , . , ., n-f-1, . . 

1.2 ^ 1 ^ 



(i4-a?)'*-ia?'»+* (1). (Catalan, N. C, 105.) 
{Freson, 77, 220.) 

(0 Application 

( I + a?)* = (i 4- a:)» (1 + a?y + 5 (1 4- a?)» (a: + a?» ) 

-hj5{i-hx){x*-hx^)-\-^5{x^-\-x*)-h']ox*. 

Cette formule du binôme a de nombreuses conséquences. 

{Note de Catalan.) 
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^472. Posant pour abréger 

ir(jp -H 2)(a? -h 4). • . (a?-h 2 m — 2) _„ 



(a7 + i)(a?H- 3)(a?-i-5)...(a?-+-2m — i) 

1 .3.5 . . ,(2m — i) 

(a?-4- i)(a:+ 3)(iF-h 5). . .(07-+- 2m — I) 

on a, par identité, 



Yj/n-l> 



m(m — 1) ^, m( m — i)(/n — 2) 

2 2.3 



Ajm-i = I — m II H I3 -—^ Is 



• • • 



V . _v . m{m-i) ^, , m(/w— i)(m — 2) ^ , 

Ï2^rt-l = I — m\i-\ A3 H —r As-h. . ., 

Ja 2.0 

où les suites, dans les seconds membres, sont nécessairement 
terminées. (Reàlis, N. C, 226.) 



4.73. Si 

a?*(.r'-i- 2*) . . . (a?' + 2n — 2 ) 
A/i — 1 Ao = i, 

a7(a?>-f-i*)(a?*-+-3*)... (a?*-H2/i — I ) 
**« ~ , o Q ^^ ^ . ' Bo = x; 

I .2.0 . . . 2/1 -f- I 

on a 

Art-f- - A„_i-h - . - A„«î-i-... = (2w-f-i)--^, 
224 ^ 

B„-h i Brt-i-h i . -B«_2 4-... = (2/H-2)-^^. 

2 îi 4 a? 

Par exemple, en faisant n = 2, on trouve 

1.2.3.4 ^ ''^ 2 4 ~~ 1.2.3.4.5 

a7(a?»-hi«)(ar«-4-3») £ a?(a?«-f-in . r^ _ (a?«-f-2«)(ar«-f-4») 
1.2.3.4*5 2 1.2.3 2.4 ~ 1.2.3.4.5*6 

(J. W. L. Glaisher, N. C, 472.) 
{Radicke, 79, 247.) 

III. — Alg, Th. des nomb. 10 
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474. Vérifier Fidentité 

3.5.7 ...(2/n- 1) L 2 2*4 2. 4. ..2/1 J 

dans laquelle 

n n{n — 1) 

I 1.2 

(Hermite, N. C, 567.) 
{Mangon, 80, 4'^o.) 

475. 1° Vérifier la double identité 
sP — x^ 



= 1 -4- SX{SP-^ -H */'-5 H-. . . -t- 5 -f- l) 



5 — X'^ 

= «/'-l -f- SP-^X^ ■+- SP-^X"^ -4- ... H- â?(P-*'» 

dans laquelle 5 = I -h J? H- ;r* -h . . . -h ^r'^. 
2° Réduire autant que possible l'équation 

(H-a?-i-a?*-+-a73-f-a7*;«— a?* = o. 

(Catalan, M., ^181.) 
(Deôlon, 83, 141.) 

476. Soit /?;.== (i — ;r)(i — x^{i — œ^) . . . (i — a?'*). '^Démon- 
trer ridentité 

w(w-t-l) 

I a? X , X ^ 

H ...± = r. 



Pn PtPa-l piPn-% Pn 

(Cesàro, m., 385.) 
(Klompers, 90, 86.) 

477. Vérifier Tidentité 

71 — I., , (w — 2)(/l — 3).. . 

sin'o cos'© H sin»o cos*© — . . . 

= sin-«cp -+■ sin^^-^cp cos^cp -f-. . . -+- cos*"çp. 

(Catalan, M., 509.) 
(Dur/ee, 89, 196.) 



\ 
\ I — 



IDENTITÉS ET INÉGALITÉS. 1^7 

478. On a identiquement 

I -+- or i-t- a?^ , I -4- a?'* , 

X H a:* + ... H a?"' 

I — X \ X^ l — X"' 

X x^ x^ 

= (i -f-a7'*)H (i-t- a?*» )-+-... H (i -h a?"'). 

1 — a: I — a?* i — a?* ' 

Si l'on suppose a? compris entre o et i et que Ton fasse croître n 

indéfiniment, cette identité devient celle de Clausen. 

(Baschwitz, m., 807.) 
{Sollertinsky, 93, 12a, ï36.) 

479. Vérifier l'identité 

(i -ha:)(n-a?2)(i -l-a7*)(n-a?*).. .(i -Ha?*^) = i + x -\- x^ -\- x^ -{- . . .-f-a:^- 

et exprimer k en fonction de p. (Fabrb, J. M., 272.) 
{Gino-Loria, 81, 4^6.) 

WO. On a 

\-\- X r -4- a?* , I -h a?* „ i -+- a?'* 

X -\ r a?* H a?9 -}- . . , H xri^ 

1 — a? I — a?2 1 + a;* i — x'^ 

X x^ x^ 

= (i-Ha7«)H -( I -i-a72«)-f-...H (i -t-a:/i*). 

1 — X I — a:* I — a;'* 

(Baschwitz, J. E., 479.) 
{Foucart, 93, 238.) 

Inégalités. 

481. n étant un nombre positif entier, prouver que Ton a 

e«>J.^_±i]!_. (N. A.,292.) 

{Devylderj 55, 182; 68, i65.) 
482. 

»/ I ^ I I I l ^ r n/ I I 1 

/li/ <-H H5 4-7 ...<n I — 1/ 1 • 

(SCHLOMILCH, N. A., 452.) 
(SchlÔmilch, 59, 172.) 
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483. 

/.(/l-M)<-H f-_ + _ ...<n-/.(/i-l-l). 

12 3 4 

(SCHLÔMILGH, N. A., (1.53.) 

{Michaux, SchlÔmilch, 59, 68, 71, i5o, 172.) 

Uik. La lettre désignant un logarithme népérien, démontrer 
les inégalités 

ln.l{n-\-\) ^ Il Z3 In InJ(n-hi) 1 

^ ~ > h^-4-...H > ^ -' ; 

2 2 /l 2 1*2 

39 /(n -f- r) /2 /3 /n 5 /(n -4- i)-i- 1 

•;r— J> — H- — -f- . . . -+- ; J> — • 

Jî n 2 2.3 {n — i)n 4 f^ 

(G. MoREAu, N. A., 1256.) 

k8&. Démontrer que la somme des inverses de n nombres 
positifs en progression arithmétique excède le quotient de /i* 
par la somme des termes de la progression. 

Déduire de cette proposition la divergence de la série 

/ I I 1 I l\ 

\I2 i5 17 19 8/ 

(LiONNET, N. A., 1294.) 
[Laisant, 79, 33o (i).] 

486. Démontrer les inégalités 

i/_i_ 1 2 \ ^ ' / ' ^ \ ' 1 'H-i 

3\2/i 2/1-+-2 2/1-+-1/ 4\n n-hij 2 ° n 

V ( - H ) log < - ( 1 

4\/l /H-I/ 2 Al 2\2/l 2nH-2 2/H-l 

(Gesàro m., 286.) 
.{Minoliti, 85, 35.) 

(*) Généralisation. 



PROBLÈMES DIVERS. 1^9 

ii.87. Démontrer que, lorsque n est un entier supérieur à 5, on 
a la double inégalité 

(J. M., 264.) 
{Dupuyj J. S., 82, 440 

488. La somme de n nombres positifs ou négatifs, entiers ou 
fractionnaires, multipliée par la somme de leurs inverses, ne 
peut jamais être égale k n}; en d'autres termes, l'équation 

( 1 1-...H )(j?i-{-a7?-i-...-!-iP«)=/i* 

est toujours impossible, sauf pour ;r i = j^j == «^3 =^ • • . = ^,i ^= i . 

(De Longchasips, J. M., 275.) 
(G^Y/j, 81, 472.) 

489. Démontrer que, pour ^ >• j , on a la relation 

, -lix — i) 

lOgiF> ; , 

le logarithme étant pris dans le système népérien. 

(Ch. Herihite, j. s., 259.) 
(Mayoux, 91, 47-) 



PROBLÈMES DIVERS. 



^Quantités irrationnelles et approximations. 



i 



*490. Est-il possible de démontrer que 2n/* est une quantité 
irrationnelle? (N. A., 126.) 

491. Soit _ _ 

«1 -+- \/al -h /c/3 4- . . . -r ^a,i = P. 
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Changeant dans ce polynôme n signes et désignant le nouveau 
polynôme par Q, combien PQ renferme-t-il de quantités irra- 
tionnelles? (N. A., 544.) 

{Kessler, 60, 436.) 

492. Le nombre, d'années nécessaires pour qu'une somme 
d'argent, placée à intérêt composé, à t pour loo par an, soit 
doublée, est égal, à trois jours près, au quotient de 69,3i5 par t 
augmenté de o,346, t n'étant pas supérieur à 12. 

(F. Thoman, N. C, 37.) 
(75, a3o.) 

493. On a 

\/4 ^* — 3 -h 71 = v^4 71* — I -f- /ai* — I ± s, 

e désignant un nombre inférieur à 0,001, pour des valeurs 

entières de n comprises entre des limites assez étendues. 

(Brocard, N. C, 124.) 
{Brocard, N. A., 9-4, 45* 

494. Soient ABCDE...L une courbe dont la concavité est 
tournée vers une droite al sur laquelle on a abaissé des perpen- 
diculaires, équidistantes d'une quantité A, savoir 

«A=j^i, bh=yi, cG=j^3, ..., /L=7„. 

I. L'aire S=:aABC...L/ est donnée approximativement, 
par la formule de M. Catalan (*) 

S = C (approximativement), 
G = A ( ^ri ^-7î -+-78 -f-. . . + r«-i -+- r/i) 

~^4\'-i 2/l2\2 2/ 

(') La formule de M. E. Catalan, comme les deux formules de Simpson, 
donne exactement Taire d'une parabole de troisième degré. 

{Note de M, Mansion.) 
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avec une erreur moindre que 



4 



1 y^-^yn \ 



II. Si /i — I est divisible par 3, la seconde formule de Simpson 

S = 5' (approximativement) 

3 

^'=8 ^[(71+ 3^2 -^ 3.r3 +74) -f- (74 -^- 376-+- 3^6 -+-r7)-+-- • • 

-+- (7/1-3 -+- 37/t-s -f- 37»~i -4-7,,)], 
donne S, aussi avec une erreur moindre que 

3 ^ / 78-+-7n-i __ y\±yn\ ^ 

4 \ a 2 / 

III. Si « = 7, la formule de Weddle 

5 = w (approximativement), 

3 

w= ~^(7i + 575-1-73-4-674 -+-78-^576 -H 77), 

comporte une erreur moindre que 

6^(7j -+-74 -^-76) — 3W. 

(Mansion, m., 69, 60, 61.) 



(81, i5i.) 



Autres questions. 



495. On convient avec un puisatier de lui payer 100 fr. pour 
creuser un puits de 60™; au bout de 3o™, il tombe malade. Com- 
bien lui revient-il pour le travail exécuté? 

(P. Ramus, N. A. 320.) 
{G. Bertrand, 56, 297.) 

496. Soient, sur le cadran d'une montre, à Tinstant 6, OA la 
direction de la petite aiguille, OB celle de la grande; déter- 
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miner de façon que, lorsque, après un certain temps, la petite 
aiguille sera venue sur la direction OB, la grande aiguille soit 
précisément dirigée surOA. Quelles sont toutes les heures com- 
prises dans un cycle complet, de midi à minuit, qui répondent 
à la question? 

Remarque. — On pourrait appeler ce nouveau problème sur 
les aiguilles d'une montre \e problème des positions inverses. Il 
fait connaître les instants pour lesquels les indications de la 
montre ne seraient pas précises, si les deux aiguilles étaient 
absolument identiques. (D'Ocagne, N. A., 1468.) 

[Moret'Blanc, Laisant, 83, 5^3; 84, 383 (i)]. 

497. On partage une demi-circonférence en sept parties égales 
et Ton joint les points de division à Tune des extrémités de la 
demi-circonférence. Démontrer que la somme des produits trois 
à trois des carrés des cordes ainsi obtenues est égale à cent vingt 
fois la sixième puissance du rayon. (M., 262.) 

{Fauchamps, 84, 4i-) 

*498. On partage une demi-circonférence enn parties égales, 
et Ton joint les points de division à Tune des extrémités de la 
demi-circonférence. Démontrer que la somme des produits/) kp 
des carrés des cordes, ainsi obtenues, égale autant de fois 
la 2/?»*°*® puissance du rayon, qu'il y a de manières de com- 
biner 2/1 — p — i objets,/? à/? (2). (Cesàro, M., 383.) 

499. Si 

sina , sinB , sina' ,, sinS' 

smo sinO sinO sinO 



(') Voir aussi 83, 566, et J. E., 82, 168. 
(') Foï'r question précédente. 
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on a 



(a-hb^cos^ - -h(a — bys\n} - = i, 

(aa'^ bô')(ab'—ba')=a'b' = ab, 

(a — a')^-h(b — by -H i{a — a'){b — b') cosÔ 
{ab'^ba'Y — ia-^a'y 

Si, de plus, {a — a'Y — {ab'—bay^o, il faut que a -a'; 
si («2 -t-a'2) — i^ab'-— ba'Y^.Oy il faut que 0Lr=7.' -\- - ir. 

(Bergmans, m., 395.) 
{Pisanif 87, 22.) 

*500. Ayant posé 

ai = Aa + B p -+- Cy, pi = A'a -f- B'p -i- C'y, 
Yi=A''a + B'[i-+-G''Y; 

aj = Aai4- Bpi -+- 0^1, ps = A'ûI,-h B'Pi+ C'yi, 
Y2=A''a,-i-B'Pi+G''Y,; 

a3= Aaî-hBp2-hCY», ...; a* = Aa3-+- Bps -4- Gy', 

on demande comment doivent être les coefficients A, B, C, A', . . . , 
pour que 

a " p ~ Y 

(E. Leihgine, m., 598.) 

501. Si Ton donne les équations 

aa/-\- by' ^ bx' H- cy' _ , 
x^x' y —y' 

X = b{x - x'y - (a - c){x - a?')(7 -/ ) - b{y—y')\ 

Z={a-\-z'){c-^z')-b^, 

(*) Cette question n'est pas entièrement nouvelle. Elle se rattache à 
la projectivité cyclique* Les conditions de la question sont réalisées 
lorsqu'on fait tourner une figure n fois autour d'un point fixe, chaque fois 
de l'angle (air : n). {Note de M. Neuberg.) 
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dans lesquelles les inconnues sont a?', y, z' , X, Z; le produit XZ 
est indépendant de x' , y\ z'. (Catalan, M., 602.) 

(Mosnat, 88, 147.) 

502. Trouver la somme des produits trois à trois des termes 
de la progression arithmétique 

va. a-^r, a-^ir ... aH-(n — i)r. 

(J. M., 384.) 

*503. Prouver que, pour toutes les valeurs réelles et positives 
de la variable x, l'expression 

dans laquelle a désigne une quantité comprise entre zéro et 
l'unité, peut être représentée par 

(aa — 1)6, 

en supposant 

o<e<i. ■ 

(Ch. Hermite, J. s., 260.) 

504. On prend/? nombres, dans la suite 1,2. ,, n. On fait la 
somme de ces/? nombres. Evaluer la somme de toutes ces sommes 
partielles. (Catalan, J. S., 321.) 

(M"''' Prime, 92, 264.) 



THÉORIE DES NOMBRES. 



NUMÉRATION DÉCIMALE. 



Puissances de nombres entiers. 

1. Trouver la loi de formation des nombres dont les carrés 
sont terminés par deux chiffres égaux. (Brocard, N. A., 971.) 

(Morel, 71, 44, 187.) 

2. Trouver les nombres dont les carrés s'écrivent toujours de 

la même façon dans tout système de numération analogue au 

système décimal, dont la base est plus grande que 4- 

(GUÉRHARD, N. A., 1010.) 
{Moret'Blanc, 71, 43i.) 

3. Trouver un nombre qui soit égal à la somme des chiffres 
de son cube. (Laisant, N. A., 1293.) 

(Moret'Blanc, 79, Sag.) 

*k. Parmi les chiffres de rang 4/? H- 1 des puissances succes- 
sives de 5, les chiffres 3 et 8 se trouvent en plus petit nombre 
que tous les autres. Par exemple, parmi les 64o chiffres de rang 9 
( centaines de millions) de 64o puissances successives quelconques 
de 5, chacun des chiffres 3 et 8 se trouve soixante fois, tandis 
que chacun des huit autres chiffres s'y trouve soixante-cinq fois. 

(Cesaro, N. A., 1432.) 

*5. Les chiffres de rang /i, dans les puissances successives d'un 
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nombre quelconque, se reproduisent périodiquement. Pour les 
puissances de 5, la période se compose de 2'*~*(/i > 3) termes, 
dont la somme est le double de 9.2"-'* — i. Dans cette période, 

un même chiffre est répété ^ (2'*~'-h cp) fois; cp ayant, pour 

chaque chiffre, des valeurs différentes, suivant la forme de n, 
comme Findique le tableau suivant. On a 

(n=itp). (n='»^-f-l). (n=.c%p+-'ï). («=*;?-»-3). 

Pour et 5, (p 3 i 2—1 

1 6(p — 2 I —3 4 

2 70 — 2 I 2 — I 

3 8 <p 3 — 4 î* — * 

4 9 ? 2 ' I —3 —I 

(CesIro, N. a., 14.48, N. C, 508.) 

6. Toutes les puissances d'un nombre terminé par 1289062,5 
se terminent, aussi, par 12890625. (N. C, 475.) 

{Laisant, 79, 217; 80, 43.) 

7. Il n'y a qu'un seul nombre de huit chiffres, autre que 

12890625, qui jouisse de la propriété énoncée dans la question 

précédente. Déterminer ce nombre. 

(Lloyd Tanner, N. C, 476.) 
{Laisant, 79, 217; 80, 43) 

8. Démontrer que le chiffre des dizaines de mille d'une puis- 
sance quelconque de 5 ne peut être ni un 3, ni un 8. 

(Laisant, N. C, 492.) 
{Cesàro, 79, 379.) 

9. Le nombre qui exprime la somme des puissances p»«™e* de 
dix nombres entiers consécutifs se termine par un 5, excepté 
si p est un multiple de 4 • dans ce cas, il se termine par 3. 

(Cesàro, N. C, 580; M., 600.) 

(Jamet, N. G., 80, Sig; Brocard, M., 88, io3.) 
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Autres questions. 

10. A et B sont deu^ nombres entiers positifs, ayant plus de 
la moitié des chiffres à gauche en commun ; et A > B ; on a 

^ ^ I 
toujours A'' — B''^ -; p est un nombre entier positif. 

(N. A. 72.) 
{Colombier j 43, 4^80 

*ll. Soient A, B, C, . . . des nombres dont le premier chiffre 
à gauche n'est jamais zéro; a, 6, c, ... ces nombres lus de 
droite à gauche. 

J'appelle nombre symétrique un nombre tel que deux chiffres 
à égale distance des extrêmes soient égaux. 

Exemples: 1221, 12 421. 

J'appelle pseudo-symétrique d'échelle /? un nombre tel que 
la somme de deux chiffres, à égale distance des extrêmes, soit/^ 
ou zéro; s'il y a un nombre impair de chiffres dans ce nombre 
et que p soit impair, le chiffre du milieu doit toujours être zéro ; 

si p est pair, le chiffre du miiieu peut être soit zéro, soit — • 

Exem,ples : 6o35o2, 6o3o5o2, 6o345o2 sont pseudo-symé- 
triques d'échelle 8. 

Cela posé : 

I® Si A a n chiffres, trouver combien de valeurs différentes 
peut prendre la somme A -h a quand A varie de ar"^-'^ à .r", 
jr étant la base du système de numération; 

2** Si l'on aA-ha=z::B-i-6, A ayant n chiffres, B en ayant 
/i + I et étant tel que la somme de deux chiffres à égale distance 
des extrêmes soit plus petite que Xj le nombre A-h a=iB -h b 
sera symétrique, et A sera pseudo-symétrique d'échelle ^ -+- 1. 

Exemple : on a (a? 1= 10) 

N. A 4- fl. 

12111011121= 8607004053 -h 3504007068 

B4-*. 
= 1001 I0OOI2O -H 0210001 lOOI 

(E. Lemoine, n. a., 1527.) 
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12. Trouver des couples de nombres dont le produit ail tous 
ses chiffres égaux. (J. Plateau, N. C, 307.) 

(^Angenotf 78, 6i.) 

13. Un nombre est divisible par 7 lorsque la différence entre le 
nombre de ses dizaines et le double du chiffre des unités est 
un multiple de 7. (Mennesson, N. C, 3W.) 

[Mennesson, CesàrOyl^j i5i, i56(i).] 

14. Aucun nombre terminé par 3 ou par 7 ne peut diviser 
exactement : i® le produit de deux nombres consécutifs diminué 
de Punité; 2® le produit de quatre nombres consécutifs augmenté 
de l'unité; 3° le produit de quatre nombres consécutifs diminué 
de quatre unités. (E. Lucas, M., 219.) 

{Fauquembergue, 86, Sg.) 

15. Un nombre triangulaire n'est terminé par aucun des 
chiffres 2, 4, 7, 9- (Cesàro, M., 287.) 

{Brocard, 84, 70.) 

16. Trouver deux ou trois nombres premiers dont le produit 

se compose de sept, onze, treize ou dix-sept fois le chiffre i (*). 

(M., 528.) 
{Brocard, 87, 78.) 

17. Donner le nombre des chiffres de la suite naturelle des 

nombres de i jusqu'à (10™ — i), inclusivement. 

(Sollertinsky, J. E., 492.) 
{W^ Prime, 93, 285.) 



(*) Généralisation. 

(•) Voir une note rectificative de M. Gelin, 89, no. 



J 
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DÉCOMPOSITION DES NOMBRES EN SOMMES. 



Sommes de deux carrés. 

18. Si J7* 4- 2 a/' est un carré, x^ -h ay^ est la somme de 
deux carrés. (N. A., 236.) 

{Thiollier, 51, 279.) 

19. Le nombre — —■ est la somme des 

carrés de deux nombres entiers. 

(Catalan, N. A., 1453; M., 250; J. S., 75.) 

{Fauquembergue, N. A., 83, 476; Brocard, M., 86, 62, i33; 

Cesàro, J. S., 83, 224, 248; 84, i5o.) 

20. La somme des carrés des nombres impairs de rang pair, 
diminuée de la somme des carrés des nombres impairs de rang 
impair, est le double d'un carré. (E. Lucas, N. C, 391.) 

{Cesàroy 78, 364.) 

21. Si a, b sont des nombres entiers, tels que a-\- b égale une 
somme de deux carrés, et si /i =: a'' : 

an-\ ^ a^^-t b -^ . . ,->r 6«-i 

est une somme de deux carrés. (Catalan, M., 289.) 

{De Rocquigny, 84, 70.) 

22. Si x^-hy^-h^^ est un carré, 

N = [(x^-hz^)p — (y*-{-z^)q]^'hi\X^y^pq 

est la somme de deux carrés. (Catalan, M., 371.) 
(Fauquembergue, S7, 120.) 
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23. Mettre 

24(i«-+-a*H- 3*-+-...-h/i*)h-i 

sous la forme d^une somme de deux carrés. 

(De Rocquignf, M., 530.) 
{Jamet, 86; 262; 90, 263.) 

2^. Si A; B, C, a, b^ c sont des nombres entiers tels que 

B«--AG = -m», 
la quantité 

(Ga — Ac)« — 4(Bc — G^^)(A6 — Ba) 
est une somme de deux carrés. (Catalan, M., 538.) 
{Déprez, 87, 14 40 



Sommes de trois carrés. 

25. Aucun nombre de la forme m' (8 a: 4- 7) ne peut être la 
somme de trois carrés. (N. A., 275.) 

(Faure, 53, 336.) 

26. Le sextuple d^un carré impair est toujours décomposable 
en trois carrés. Les deux premiers ont la forme 

(Ofx + i)», 
et le troisième la forme 

4(6fxqiO*. 

(Catalan, N. A., IIU.) 
(Motet-Blanc, 75, 428.) 

27. Trouver un nombre ayant la double propriété d'être égal 
à la somme des carrés de deux entiers consécutifs et à celle des 
carrés de trois entiers consécutifs. (Lionnet, N. A., 1318.) 

(Pisani, 80, 524.) 
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28. Les nombres .r, y, z étant exprimés par les formules 

a7 = 2( a2— p2_y2^82)-f-2a(2p-f-3Y-+-4S), 

^ = 2( — a2 -4- p2 — Y^ ■+- ^^) + 2 p (2a 4- 3 Y + 4S), 
^ = 3 (— aî— p2_}_ ^2 _,_ §2) _f. 4 Y (a -H p + 2Ô), 

où a, p, Y> ^ sont des entiers de signes quelconques, l'expres- 
sion x^-h y^-\- z^ se réduit toujours à une somme de deux carrés. 

(S. Realis, N. a., 1330.) 

{S. Realis, 81, 335.) 

29. Les données étant les mêmes que dans la question précé- 
dente, pour des valeurs entières convenables de a, p, y, S, tout 
nombre N, qui est égal à la somme de deux carrés entiers et 
à la somme de trois carrés entiers, peut être représenté par 
l'expression ci-dessus, dont les ternies ont été préalablement 
débarrassés des facteurs communs inutiles. 

(S. Realis, N. A., 1330.) 
(5. Realis, 81, 335.) 

30. Tout nombre dont le carré se compose des carrés de deux 
nombres entiers consécutifs est égal à la somme des carrés de 
trois nombres entiers dont deux, au moins, sont consécutifs. 

Exemples : 

1692=1192+1202, et 169= 32 -+-42-+- 122, 
292= 2o2-f- 2i2, et 29 = 22 -+- 32 -h 42. 

(Gerono, n. a., U22.) 
{RomerOj 83, 329.) 

31. tty b étant des nombres entiers, la quantité 

(a+^a2^62)^^-Vr-a-Hv/a2-H,62)'"-^ 

2 v/a2 -H ^2 

est la somme de deux carrés et aussi la somme de trois carrés 
(/i = 2). (Catalan, N. A., 14.69.) 

(Catalan, 84, 342.) 
III. — Alg. Th. des nomb. ii 
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32. a, b étant deux nombres entiers, décomposer, en trois 

(i -+- a -f- 6 -i- a' -4- a6 -+- 6*)^. 

(Catalan, N. C, 24.) 



carrés entiers. 



(Catalan, 75, i53; 76, 117-) 

• 33. Théorème empirique. — Le triple de tout carré impair, 
non divisible par 5, est égal à la somme des carrés de trois 
nombres premiers, autres que 2 et 3. 

Remarque. — Le calcul direct donne 



3. l2 

3 -2 

3.172 

3.2l2 

3.272 

3.3i2 
3.372 
3.412 

3.47^- 

3.5l2r 
3.572 = 
3.6l2r 
3.672= 
3.7l2r 
3.832r 



l2-h 
II* 
292 
3l2 
432 
532 
6l2 

712 



l2-f- Il 
52 -^ l2 
52-1- lî 

172 
7* 



I 

l2 
2 



= 79' 
= 612-+ 

= 1032 
= 1132 

io32 

1372 



19^ 

l2 

19' 
6l2 

l32 

292 
232 
672 
432 



7 
52 

52 

l2 
52 

19' 
l32 

52 

i3'^ 

52 



pt2 
/ 



3. 32 = 
3. 92 = 
3.192 = 
3.232- 
3.292=^ 

3.332r. 

3.392- 

3.432^^ 

3.49'- 

3.532= 

3.592 

3.632 = 
3.692 = 
3.8i2 = 
3.872= 



52 

I|2 

3l2 



l2.-f- l2 
112-+- l2 



U2 
132 



172 



l2 

7' 
52 

l32 

52 



47 

532 -f- 172 

672 -^- 72 

732-+- 132-+- 72 

832-+- 1^2 _+. 52 

892-f-4i2-+- 52 



= IO|2-|- II 



II 



1092 -+- 52 -h l2 
1012-4-612-1-192 



1392 
1072 



19^ 
97' 



l2 



432 



(M. 



Ainsi, jusqu'à une certaine limite, la proposition énoncée se 
vérifie. Mais, très probablement, celte proposition est inexacte. 



( ' ) On trouve encore 

3.i57«= 263» 4- 67» -h 17», 3.159'' 
3.i84i'= 3169»-+- 349»- 



: 269"-!- 69*4-1% 

{Note de Catalan.) 
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Nous prions donc nos jeunes lecteurs de vouloir bien nous indi- 
quer un cas dans lequel la décomposition indiquée soit impos- 
sible. (Catalan, N. C, 214.) 

34. Toute puissance entière de 3 est la somme de trois carrés 
premiers avec 3. (Catalan, M., 25.) 

{RealiSj 81, 78, 87.) 

35. «, b étant des nombres entiers, soient 

a = a H- v/a* H- 6*, p = a -4- /a^ -h b^ ; 
la quantité 

(X2/l-l_}_ p2rt-l 

dans laquelle n est un nombre entier, supérieur à i, est : 1° la 

somme de deux carrés; 2° la somme de trois carrés. 

(Catalan, M., 290.) 
{Gillety 86, 65, i33.) 

36. Le carré de tout nombre impair, autre que i, est la 

somme de deux carrés, ou la somme de trois carrés. 

(Catalan, M., 846.) 
iJametj Catalan, 94, 27, 52.) 



Sommes de plus de trois carrés. 

37. Tout nombre impair est la somme de quatre carrés, dont 
deux sont consécutifs. .(Lionnet, N. A., 1061.) 

{Le Besgucy 72, 5i6; 73, 217.) 

38. Le nombre entier p étant la somme de quatre carrés 
entiers, on a 

P, Q, R, S étant des entiers, positifs ou négatifs, tels que Ja 

somme algébrique 

2/?-i-P-+-Q-^RH-S 
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est égale à un carré; et l'on a aussi 

/?« = P'î -4- Q'« -h R'« -h S'«, 

P', Q', R', S' étant des entiers dont la somme algébrique est 
égale à/?. (S. Reàlis, N. A., 1136.) 

(Mo ret- Blanc, 75, 90.) 

39. Pour tout nombre impair/?, on peut poser 

/> = P -+- Q -f- R -4- S, />« = P» -+- Q» + R* -h S», 

P, Q, R, S étant des entiers, dont trois ont une somme algé- 
brique égale à un carré. (S. Reàlis, N. A., 1218.) 

(Moreau, 78, 45-) 

4-0. Pour tout nombre entier/?, de Tune des formes 

4/i-M, 4'*-'-2, 8/i-h3, 
on peut poser 

/? = P 4- Q -i- R -i- S, jt>î = Pî H- Q2 _H R2 4. S2, 

P, Q, R, S étant des entiers, tels que la somme algébrique 

P-^Q-+-R-f-3S 

est égale à un carré. (S. Realis, N. A., 1219.) 
(Moreau, 78, .\5.) 

ki, La somme des puissances ^n de deux nombres entiers, 
inégaux, est une somme de quatre carrés, dont deux sont égaux 
entre eux. 

Corollaire, — La forme a?*'*-Hj^*'* contient une infinité de 
nombres premiers. (Catalan, N. A., liii'SO.) 

(Catalan, 84, 3470 

4.2. Tout nombre entier, de forme 20a? — i, ou de forme 

2057 + 9, est décomposable en a* -h 5 6*. 

(Proth, n. C, 298.) 
(E. Lucas, 78, 122.) 
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h3. Si un nombre impair n est la somme de deux carrés non 

consécutifs, /n- i est la somme de quatre carrés. 

(Catalan, M., 518.) 
{ Rocket ti, 86, 21 5.) 

44-. Le produit de quatre nombres en progression arithmé- 
tique, augmenté de la somme des puissances quatrièmes de ces 
mêmes nombres, est la somme de cinq carrés. 

(De Rocquigny, M., 595.) 
{Brasseur, 88, i45.) 

45. Si N — I et N-hi sont premiers, le nombre 2N*H-2, 

somme de deux carrés, est aussi la somme de trois carrés, la 

somme de quatre carrés, la somme de cinq carrés (*). 

(Catalan, M., 838.) 
{Mandart, 93, 235.) 

W. Le carré de la somme de n carrés est aussi la somme 
de n carrés. (Catalan, M., 924-.) 

{Boutin, 94, 277.) 

Sommes de cubes. 

47. Décomposer le quadruple et le carré de ^p^-h2']q^ en 
une somme de deux cubes. (E. Lucas, N. A., 1297.) 

{Fauquembergue, 80, 43o.) 

48. Décomposer le nombre a?" — 9j"> ©t son double, en une 
somme de deux cubes. (Ed. Lucas, N. A., 1298.) 

49. Transformer le produit 

en une somme de trois cubes. (S. Realis, N. A., 1312.) 
(Bochetti, 80, 459.) 



(») Il y a exception pour N = 2. (Note de Catalan,) 
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50. Un nombre/?, qui est la somme de n cubes entiers, étant 
donné, assigner un nombre ^, tel que le produit p^q soit la 
somme algébrique de n cubes entiers. 

(S. Realis, n. a., 1313.) 

{Rochetti, Realis, 80, 43 1 ; 81, 177 ) 

51. Si a, b, c sont trois nombres entiers dont le triple pro- 
duit soit un cube {a -h 6 -+- c)' est décomposable en une somme 
(algébrique) de quatre cubes. (E. Rkbout, N. C, 286.) 

(Ed. Lucas, 77, 4i3; 78, i36.) 

52. Si Téquation 

x^ — ai x"-^ H- «2 a?»-' — . . .±a^ = 

n'admet que des racines entières et positives : 
1° L'expression 

an(i -f- «1 -h aj -4- . . . H- a«)(i -H aai -4- ^az -«-. . .-^ '^"an) 

représente un nombre entier, décomposable en une somme de a„ 
carrés ; 

2° L'expression 

a J (i -4- ai -H . . . -+- a„ )2 

représente un nombre entier décomposable en une somme de a„ 
cubes; 

3° Le nombre a\(i -^ ia^-{- . . . -\- 1^ a^) est décomposable en 
une somme algébrique de i"^an carrés. (Laisant, J. S., 86.) 



Autres décompositions. 

53. Tout nombre pair est égal à un cube qui n'est pas nul, 
plus trois carrés. (D. André, N. A., %1.) 

(Z). André, 71, i85.) 
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54. Tout nombre entier est la somme d'un carré et de deux 
nombres triangulaires. (Lionnet, N. A., 1059.) 

{Le Besgue, 72, 5i6.) 

55. Tout nombre entier est la somme de deux carrés et d'un 
nombre triangulaire. (Lionnet, N. A., 1060.) 

{Le Besgue, 72, 5i6; 73, 217.) 

56. Le carré de tout nombre impair divisible par 3 est la 

différence de deux nombres triangulaires premiers avec 3. 

(S. Realis, n. g., 1279.) 
\Marchand, 78, 463 (*).] 

57. Tout nombre entier est la somme de quatre nombres 
compris dans la formule 

3iî2dl^ 



X = 



2 



c'est-à-dire dans la formule qui représente les nombres penta- 
gones, étendue aux valeurs négatives de la variable. 

(S. Realis, N. C, 271.) 

{S. Realis, 78, 27; N. A., 73, 212.) 

58. Tout nombre entier est la somme de quatre nombres 
compris dans la formule 

X — iz^±z, 

c'est-à-dire, dans la formule qui représente les nombres hexa- 
gones, étendue aux valeurs négatives de la variable. 

(S. Realis, N. C, 272.) 

(5. Realis, 78, 29; N. A., 73, 212.) 

59. Tout nombre impair, divisible par A, est la somme de 
quatre nombres compris dans la formule qui représente les 



C) Généralisation. 
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nombres polygones de l'ordre h-^-i, étendue aux valeurs néga- 
tives de la variable. 

Même proposition pour tout nombre double .d'un impair, 
dontA est un diviseur pair. (S. Realis, N. C, 273.) 

(S. Bealis, 78, 3o.) 

60. Le carré de tout nombre impair, divisible par 3, est la 
différence de deux nombres triangulaires, premiers avec 3. 
(S. Realis, N. C, 34S.) 

{Cesàro, 78, i56.) 

DIVISIBILITÉ ABITHMÉTIQUE. 



DivisibUité par des nombres donnés. 

61. m et r étant des nombres entiers positifs, sous quelle 
condition 3'""'"'' -+- 1 esl-il divisible par lo, lorsque 3"-!- i est divi- 
sible par io?('). (N. A., 291.) 

{Brocard, 77, 190.) 

62. m étant un nombre entier positif, la valeur entière 
et inférieure la plus approchée de (n-\/3)'"'+' est divisible 
par 2""+'. Soit, par exemple, m ^^i : 

(n- ï/^)> == 10 + 6 /3 = 20,39. . .; 
ao est divisible par 2'+' ^ 4 i soit /n ^^ 2 : 

(i + /3)s = 76 -t- 44 4/3 = i52,2o. . , ; 
iSa est divisible par 2*+':::^ 8. (Silvesteh, N. A,, 365.) 
[Proithet, 57. 184 ('); Le Besgue, 57, î6'2.] 
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63. n étant un nombre entier positif, 

est divisible par 64. (Wolstenholme, N. A., 1533.) 
(Romero, 85, 483.) 

64'. Si Ton a 

les nombres m — i et ^ — i sont, chacun, divisibles par la même 
puissance de 2. (F. Proth, N. G., 452.) 

{Jametj 79, 107.) 

65. Démontrer que 

est divisible ou non par i3, suivant que n est pair ou impair. 

(J. Neuberg, m. 164^.) 
{De Graeve, 83, 91.) 

66. Démontrer que 

est toujours divisible par 11 et que 

28/14-2^ 21 Al — 4 

est toujours divisible par 49- ( J. Neubbrg, M. 166.) 
(Polet, 83, 114.) 

67. Si n est premier avec 3, le nombre 

3*" -+-3» -M 
est divisible par i3. (Cl. Servais, M., 194.) 
(Gillet, 83, 244.) 
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68. Trouver le reste de la division par 17 du nombre combi- 

natoire 

r 4356 ^ 1000 X 9999 X 9998 X ... X 5645 
10000 ■ "ix '2 X 3 x...x4"356 

(E. Lucas, M. 261.) 
( Van den Broeck, 86, 179.) 

69. Si n est premier avec i5, on a 

8(2/i2 — i)(3/i2 — i) — 1= M.i5. 

(De Rocquigny, M., 345.) 

( Van den Broeck, 84, 245.) 

70. Démontrer que 

(Van den Broeck, M., 511.) 
(Henrard, 86, 235.) 

71. i**Si le nombre N = looa-H loô-f- c est divisible par i3i, 
il en est de même du nombre 

N' = (c - a)2-+-(3a - 6)(3c — ^>). 

2° Si le nombre N =: looa-h 106 -H c est divisible par 107, 
il en est de même de 

N' = (7a — 0)2-1-762 (1). 

(R. Perrin, m., 703.) 
{Gelln, 91, 124, i38.) 

72. Quel que soit l'entier n, n^^ — n est divisible par 2780. 

(Anthony, M., 720.) 

(E. Lemoine, 91, 175.) 



(') Énoncé rectifié. Voii- solution. 
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Divisibilité par des expressions données. 

73. r, py-n étant trois nombres entiers positifs,/? et n deux 

nombres premiers entre eux, -— — sera un nombre 

entier. (N. A., 309.) 

{De VirieUj 65, 5i40 

74. Le produit (/? -H 2)(/? -h 3) . . . (/? -h ^) est divisible par 
2.3 ... ^ lorsque/? -H i est premier avec q. 

Par exemple 

I 7. I 8. IQ. 20. 21 22.23.24 o/.x 

. -^A ^ (^ n i< ^ =17.19.11.^^3 (1). 

2.a.4<^.0'7«o*9 

(Catalan, N. A., 601.) 
{Delorme, 62, 118.) 

75. a, b étant deux nombres entiers quelconques, la fraction 

(a-+-i)(a-^2)...2a(6-f-i) (6-1-2). ..26 
1 .2.3 ... (a -h 6) 

est égale à un nombre entier (*). (Catalan, N. A., 1135.) 

{Bourguet, 75, 89, 179.) (S). 

76. 1° La somme des /n»®™" puissances des nombres premiers 
à N et non supérieurs à ce nombre est divisible par N, si m est 
impair. 

2° La somme des produits m k m des nombres premiers à N 



(') Énoncé rectifié d'après l'auteur; Voir même Recueil, 61, 464' 
(') Sur quelques questions relatives aux fonctions elliptiques, seconde 
Note (Académie des Nuovi Lincei, 1878). J'ai donné plusieurs théorèmes 
d'Arithmétique dans mes Recherches sur quelques produits indéfinis 
(Gauthier-Villars). {Note de l'auteur.) 

(') Généralisation. 



172 ALGÈBRE. — THÉORIE DES NOMBRES, ETC. 

et non supérieurs à ce nombre est divisible par N, si m est 
impair. (E. Cesàro, N. A., 1^50.) 

(Moret-Blanc, 84, 483.) 

T7. Prouver que 

(C,n-,p.n-pXC,p ,p)^ = entier. 

^n,p 

(Catalan, N. A., 1548.) 

78. Soient A, B, a, b, c des nombres entiers positifs, et 
looa -f- 106 -h c divisible par 10 A -+- B : démontrer que 

cX^ — bAB-^ aB« 
est, de même, divisible. (P. -A. Mag-Mahon, N. A., 1553.) 
(Brocard, 91, 18*.) 

*79. Démontrer que la somme des puissances semblables des a: 
premiers nombres, augmentée ou diminuée de Funité, est divi- 
sible par ^4-2. (E. Lucas, N. C, 316.) 

80. Soit 



x-hi (x -{-i){x -h ^) 

I 



(x -+- 1) {x -h 1) . . . {x -i- n — i) 



(/i>3). 



1° La somme S„ est réductible à 



P« ^ 

(x -h i){x -{- ^) . . . (x -^ n — 3){x -\- n — i)' 

P„ étant un polynôme du {n — 2)'*™® degré, à coefficients entiers. 
2° Si œ est un nombre entier, P^iti est divisible par 
X -\- n — I (h-i pour n impair) (*). (E. Lucas, N. C, 521.) 

( * ) Exemple : x = 2 donne 

P,= 3, P, = ii, P. = 53, P. = 309, 
Or 

3-hi = 3TL/.4, II — i = 3Tl/.5, 53 -i- 1 = 3TI/.6, 309 — i=DK/.'j, 

(Note de l'Auteur.) 
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81. Dans quel cas la fraction 

n{n-\-i)(n-h^) .,.(n-h 4p — i) . . . 

^—. (n pair) 

2.3.4 • • '{^P -+-») \ r / 

est-elle réductible à un nombre entier? (Catalan, N. C, 541.) 

82. Si n est un nombre non premier, supérieur à 4) on a 

i.2.3...(/i — 2) = DTU. n. ( * ) 

(Catalan, N. C, 572.) 
(Catalan, 80, 555.) 

83. Si n = jp . ^, le produit i . 2 . 3 . . . /? est divisible par 

(i.i.3. . ,q)p{i .^.3. . .p) 

et, par suite, aussi par 

(r.2.3.../î)^(i.2.3...5'). 

(M. Weill, m., 103.) 
(Bas tin, 84, 20.) 

84. Si n =z a -h ^ -{- pq -h rs, Texpression 

I • Ja m ^ • m • # V 

(1.2.3... a)(i.2.3... çf )''(i.2.3.../?)(i.2.3... P)(i.2.3... 5)''(i.2.3... r) 
est un nombre entier (M. Weill, M., 104.) 
{Liénard, 84, 20.) 

85. Démontrer les théorèmes suivants : 

I** Si p est premier avec n et n — i, et que p — i soit pre- 
mier avec n — i, le nombre combinatoire C^^p est divisible 
par n{n — i); 



(') Cette propriété n'est probablement pas plus nouvelle qu'importante. 
Si nous la proposons aux jeunes lecteurs de la N. C, c'est parce que nous 
ne croyons pas l'avoir vu énoncer sous cette forme. 

(Note de V Auteur.) 
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2° Si /? -h I est premier avec /i -h i , et si p -h 2 est premier 

avec n 4- 1 et n -h 2, C„,p est divisible par (/? -h i) ( /? -h 2). 

(E. Gesàro, m., 106.) 
(Neuberg, 85, 84.) 

86. Soit a un nombre entier, supérieur à 2. Soit a une 
racine de l'équation 

x^ — ax -hi = G. 

La quantité 

I -4- a* -h a* H- ... -+- a««-* 
II»— ^ h a a» 

se réduit à un nombre entier. (Catalan, M., 197.) 

{CesàrOj 83, 246.) 

87. Soient 

I .2.3. . . /i 



a-h6-+-c-f-...-i-^=:/i, N = 



i.2...ax i.2..,6x...x 1.2...^ 
Le nombre (/i -+- ^) N est divisible par 

(Catalan, M., 224-.) 

{Cesàro, 83, 118.) 

88. Lorsque /i est impair, 

Cjn,» -r- I0C2«_2,»-i = 31t (/l -h 2). 

(Catalan, M., 574'.) 
{Emmerich, 90, 257,) 

89. Si n est premier avec 6, on a 

C2rt-4,/i-2 == 3TL(/i2 — n). 

(Catalan M., 617.) 
{Emmerich, 89, 170.) 

90. Soit Ni=:aB'^-h6B«-^4-cB'*-2-+-... un nombre écrit 
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dans le système dont la base est B. Si nous désignons par Na, 
Np, Ny ce que devient N quand on remplace B respectivement 
par a, p, y, l'expression 

(p-a)N«-+-(Y-«)Np-f-(a-p)NY 
(a-p)(P-Y)(Y-a,) 

est un nombre entier, inférieur à B si Tune des quantités a, p^ v 
est positive. (Mandart, M., 925.) 

91. n étant impair, le nombre des combinaisons de 2 /i lettres, 
n à /i, augmenté de dix fois le nombre des combinaisons 
de 2/1 — 2 lettres, n — i à n — i, est divisible par n H- 2. 

Autrementrdit, 

G2»,»-l-ioG2«-2,/i-i = D1L(n -f- 2) (/i impair). 

(Catalan, J. S., 215.) 

92. La quantité 

I I I 

_ _4_ _ _4_ _L. 

^^ ,j ^r . • . T^ 

ai /i 

n'est pas égale à un nombre entier. (Catalan, J. S., 235.) 
{Goulard, 94, 78.) 

93. Démontrer que 

m{m — i)(ni — 1) , , ,{m — n -\-'jl) 

est un nombre entier, lorsque m est un multiple de n. 

(Ch. Hermite, j. s., 257.) 
{Catalarij Beyens, 89, 19, 22.) 

94-. On sait que les coefficients de la puissance m}^^^ du binôme 
sont divisibles par m, à l'exception du premier et du dernier, 
lorsque m est un nombre premier. 

jo On propose d'étendre cette proposition en montrant que 
l'expression 

,.^ 7n(m — \). . .{m — n -\-\) 

(A) j 

^ ' ni 
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m 



est divisible par -^> 8 désignant le plus grand commun diviseur 

de m et /î. 

2^ Soit e le plus grand commun diviseur des nombres m + 1 
et n; on demande d'établir que le nombre entier (A) est divi- 
sible par 



m — /i -h I 



(Ce. Hermite, J. S., 258.) 
{Catalan, 89, 20; 91, 70.) 



Décomposition des nombres en facteurs. 

95. Un nombre pair donné étant décomposé, autant de fois 
que faire se peut, en deux facteurs, l'un impair (l'unité com- 
prise) et l'autre pair; la somme des facteurs pairs, moins la 
somme des facteurs impairs correspondants, est égale à la 
somme de tous les diviseurs de la moitié du nombre donné. 

(Jacobi, N. a., 24.9.) 
(Dallot, 52, 126, 186.) 



96. Ayant posé, pour abréger 

p _ a2-4-p2_|_Y2_f_Sî__a-hP-f-Y-+-8 



9 



a2 -h p2 _,_ yî 4_ gî _l_ a _ p -f- Y -+- 8 
Q = , 

a« -+- p2 -f- 72 ^_ §2 _|_ a -h p — Y -I- 8 

2 

a* -h p* -+- Y* H- 8* H- a -h p -1- Y — ô 

2 

où a, p, Y> 8 sont des entiers donnés^ on propose de décomposer^ 
au moyen de formules directes, l'expression 

P2_|_Q2_^_ H2_|.S2 
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en deux facteurs représentés, chacun, par une somme de quatre 
carrés entiers. (S. Rbalis, N. A., 1237.) 

(Cauret, Realis, 78, 182, 221.) 

97. Quatre nombres entiers a, p, y, S, positifs ou négatifs, 
étant donnés, soit fait, pour abréger, 

Q = p2-hY*H-82 — a(p-+-Y-+-5), 

S =8î^-aî-h p2 — Y(8-f-a-i-p), 

on peut démontrer par un calcul direct que le nombre 

P» -4- Q* + R* -h S« 

est le produit de deux facteurs, dont Tun s'exprime par une 
somme de quatre carrés, et Tautre par une somme de trois 
carrés. (S. Realis, N. A., 1311.) 

{Rochettiy 79, 426.) 

*98. Décomposer en facteurs premiers le nombre 3o*° — i. 

(Ed. Lucas, N. C, 91.) 

99. Décomposer en leurs facteurs premiers les nombres 28' -f- 1 , 
287 — 1. (Ed. Lucas, N. C, 198.) 

100. Le nombre Cm,p ne contient pas le facteur premier X si 

/?i = aX^ — I (a<X). 

(Mangon, M.^ 81.) 
{devers, 82, 69.) 

101. Montrer que, pour savoir combien de fois le nombre 
premier/? est facteur dans le produit 1.2. 3... m de tous les 
nombres jusqu'à /w, on peut, après avoir écrit le nombre m 
dans le système de numération dont la base est /?, diviser par 

III. — Alg, Th. des nomb. xa 
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p — i l'excès du nombre m sur la somme de ses chitTres. En 
conclure qaep sera facteur dans le nombre 

m(m-l)(r^^ ■,.). ..(m~n-^-l ) 
[.a.3...n 

autant de fois que, dans la soustraction de nt et de n écrits dans 
le système de base p, il faudra ajouter de fois p aux chîlTres du 
plus grand nombre pour rendre les soustractions possibles dans 
chaque colonne. (M., 211.) 
{Cesàro, 84, 109.) 

102, Ayant décomposé, en ses facteurs premiers, le nombre 



démontrer que le nombre premier p y entre autant de fois, 
comme facteur, qu'il y a de nombres impairs, parmi les plus 
grands nombres entiers contenus dans 



( Van den Broeck, 86, 179) 
103. Mettre le nombre 



(Cesàro, m., 295.) 



oii .r et _^ sont des nombres entiers positifs, sous ta forme d'un 
produit de trois facteurs rationnels. (Ed. Lucas, M-, 775.) 
(Fauquembergue, 93, 70.) 

104. Le quotient de {2 m — i)! par (m)! (m — 1)! est toujours 
un nombre pair, esceplé quand »i est une puissance de 2; l'expo- 
sant de la puissance de 2 qui entre en facteur dans le quotient 
est {q — p — 1), <} étant ta somme des chiffres de im — i écrits 
dans le système binaire et/) l'exposant de la plus haute puis- 
sance de a qui entre en facteur dans m. 

(WOLSTEHBOLME, J. M., 360.) 
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Diviseurs des nombres. 

105. On a 

l«g(i — x){i — X^)(l — x^) . . . 

= ai a? -+-«2^* H- «3^^ + . . .-f-a^^'^-f-. .. a,i= ^^ — -* 

n 

S(/i) désigne la somme des diviseurs du nombre n, 

(N. A.,âi3.) 

106. Représentons par S/? la somme de tous les diviseurs 
depj l'unité et/? compris. Soient i, d^ d^y d^, . . ., m tous les 
diviseurs du nombre m. Faisons 

m m ^ ^ m ^ m ^ m 

_ = m, ^ = 8„ ^=8«> ^ = 83, ... -=i; 

on aura cette identité 

S l -+- C?l 2 <f , H- </2 S <3?2 "*- <3?3 2 C?3 -t- . . . -}- m 2 771 

= — 2 14- ( 81 )2 2 û?, -}- ( 82 )* 2 (a((o -r- ( 03 )2 2 ^3 -f- . . . -h I 2 m, 
où 2i = i. 



Exemple : 

m = 6, di= '2, û?2 = 3, 

2<ii=3, 2<i2=4, 26 = 12, 
81=3, 82 = 2, 
I-+-2.3 -4-3.4 -1-6.12 = 36, n-9.3-t-4.4-f-i2 = 9i; 
l'identité peut s'écrire ainsi d'une manière abrégée 

2(d/2û?) = 2 822û?. 

(J. LiouviLLE, N. A., 381.) 
{Hemmingf 65, 547.) 
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107. La somme des jp'*'"" puissances des diviseurs de n est 
^gale, en moyenne, à 

nP\\-\ —7 -h r r -+-... ). 

(Cesaro, N. a., 1402.) 

108. Of by Cy ... étant les diviseurs de n^ on a, en moyenne, 

p p p II 1 

. . . = I -\ — 



a -\- p b -i-/? c -h /? * a 3 /> 

(CbsIro, n. a., 1403.) 

109. La différence entre le nombre des diviseurs impairs et 
le nombre des diviseurs pairs d^un nombre entier est égale, en 
moyenne, à I2. (Cesàro, N. A., 1438.) 

110. Le nombre des diviseurs de n est égal, en moyenne, 
à In. (Cesàro, N. A., 1439.) 

111. La somme des inverses des/?»*™*' puissances des diviseurs 
de n est égale, en moyenne, à 

I I 

(Cbsàro, n. a., 1440.) 

112. Soient a, b, Cy ... les diviseurs de n, La somme 

abc 

pa pb pc 

€St égale, en moyenne, à • (Cesàro, N. A., 1441.) 

113. La somme des jd'*™" puissances des diviseurs de n est 
égale, en moyenne, à 9.nP, La constante a est comprise entre 

I et — h I. Déterminer sa valeur. (Cesàro, N. A., 1443.) 
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114. La somme des restes du nombre entier n^ divisé par 
chacun des nombres entiers qui le précèdent, augmentée de la 
somme des diviseurs des nombres non supérieurs à n, est égale 
à /i« (>). (Cesàro, N. a., 1449.) 

(85, 473.) 

115. La somme des diviseurs des nombres i, 2, 3, ,.,, n 
égale la somme des plus grands multiples de ces nombres, non 
supérieurs à n, (Catalan, N. C, 447.) 

(Cesàro, 78, 829; 79, 22, 296.) 

116. Soit <p(a/i) le plus grand multiple de a contenu dans n. 
Soit fnlsL somme des diviseurs de n. On a 

a=n 

(Catalan, N. C, 550.) 
(Badicke, 80, 268, 280.) 

117. Si /(n) est le nombre des diviseurs impairs de n, et 
que F(/i) soit la somme des diviseurs pairs de n, on a, en sup- 
posant/(o) = 0, F(/i) = n : 

/(/i)H-/(/i - i)-f-/(n - 3)-+-/(/i - 6)-4-/(/i - 10) 4-. . . 

= F(/i)-f-F(/i — i)+F(/i — 3)-i-F(/i — 6)-f-F(/i — 10) + .... 

Dans cette formule, i, 3, 6, 10, ... sont les nombres trian- 
gulaires. Exemples : 

n = i4 :8H-i4-+-i2-4-i-hi = i6-h.H-.-M4-i-6, 

/i = i5 : 24-h8-H4H-i3-t-6-ho = 6.-M6-h24-+-.-+-.-f-i5. 

(J. W. L. Glaisher, n. c, 478.) 

(^) Ce théorème a été énoncé par M. Catalan, comme suit : « La somme 
des diviseurs des nombres i, 2, 3, ..., n, égale la somme des plus grands 
multiples de ces nombres non supérieurs à /i. » 

Voir question suivante (115). {JVote de l'auteur.) 

(*) A rapprocher de la question précédente. 
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118. Soit Un le plus grand diviseur impair de n. Démontrer 

que 

a\ aj a% a^ it* 

1 3 23 33 ^3 7 



{Mantel, 88, aoB.) 



(Cesàro, m., 531.) 



Nombres premiers entre eux. ^ Codiviseurs. 

Comultiples. 

119. Toute progression arithmétique où la raison et le pre- 
mier terme sont premiers entre eux renferme un nombre infini 
de termes premiers à un nombre donné quelconque. 

(Jacobi, N. A., 316.) 
{Durand, 56, 296; 58, SgG.) 

120. Le plus petit commun multiple m de /i nombres en- 
tiers ay by c, . . ., ky l est égal au quotient de leur produit P par 
le plus grand commun diviseur D des produits n — i k n — i de 
ces n nombres. (Le Besgue, N. A., 912.) 

(André, 69, 78.) 

121. Le plus grand commun diviseur D de n nombres en- 
tiers a, b, Cy . . ., k, l est égal au quotient de leur produit P 
par le plus petit commun multiple m des produits, n — i 
à /i — I, de ces nombres. (Le Besgue, N. A., 913.) 

(André, 69, 78.) 

122. La formule a ^ 4- 6, où a et ô sont premiers entre eux, 
ne renferme que des nombres premiers à m, si tous les diviseurs 
premiers de m divisent a. Mais, si m a des diviseurs pre- 
miers /?, ^, r, ■. . . , qui ne divisent pas a, sur m nombres con- 
sécutifs compris dans ax 4- by en posant 

X = cty a + i, ..., a-hm — i, 
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il y aura 

p — 1 q — I r — 1 

m • • 

p q r 

nombres premiers à m, (Gauss, N. A., 914.) 
{Morel, 69, 238.) 

123. Le déterminant de (/i— i)* éléments, dont l'élément 
général w/y est égal au nombre des diviseurs communs de t -4- i , 
j-hi, représente la totalité des entiers, non supérieurs à n, 
dépourvus de diviseurs carrés, autres que l'unité. 

(GesIro, n. a., 1522.) 

124. Trouver trois nombres entiers, premiers entre eux deux 
à deux, tels que la somme des deux quelconques d^entre eux 
n'admette pas de facteurs premiers autres que ceux qui sont 
contenus dans le troisième. Exemple 3, 5, 22. 

(E. QuÉTELET, N. G., 4.2.) 

125. Le plus grand commun diviseur entre un nombre c et 
le plus petit multiple de deux nombres a, b est égal au plus 
petit multiple des plus grands communs diviseurs entre les 
nombres a, c et entre les nombres 6, c 

D jm(a, 6), c = m JD(a, c), D(6, c) . 

(G. MoRBAu, N. G., 223.) 
(Freson, 77, 222.) 

126. Si Ton représente par {i, k) le plus grand commun divi- 
seur entre i et ky et par (p(i) le nombre des entiers premiers à / 
et non supérieurs à /, Ton a 

(I, I) (I, 2) (I, 3) (i, n) 
(2, I) (2, 2) (2, 3) (2, n) 



= cp(i).ç(2).<p(3)...<p(n). 



(n, i) (/i, 2) (n, 3) (n, n) 

(Smith, N. G., 324) (1). 
{Catalan, 78, io3.) 

C) Nous espérons pouvoir donner, bientôt, une démonstration de ce 
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127. a et b désignant deux nombres entiers quelconques, 
trouver la somme des nombres premiers à a et inférieurs au 
produit ab. (Mennesson, N. C, 348.) 

128. a et b désignant deux nombres entiers, premiers entre 
eux, trouver la somme des nombres premiers au produit ab et 
inférieurs à ab. (Mennesson, N. C, SW.) 

(De Marsilly, 78, i54.) 

129. Soient «j, a,, . . ., a^^^) les ^{n) nombres premiers à n 
et non supérieurs à n, La somme de leurs produits cp(/i) — i 
à <p(n) — I est un multiple de n, (Mennesson, N. C, 366.) 

(Cesàro, 79, 56.) 

*130. Soil la suite 

I, 2, 8, 5o, 4i8, 434B, ..., 
dont les termes satisfont à la condition 

Mrt = (2 /l — 1) Un-i — ( /l — I ) Wn-j. 

Le p. g. c. d. à Un et m„+i est 2^, q étant le quotient entier 
de 2 /i 4- 1 par 8. (Sylvester, N. C, 520.) 

131. On désigne par ^{a) le nombre des entiers non supé- 
rieurs au nombre a et premiers avec lui, et par «K») le nombre 
des entiers plus grands que a, premiers avec lui et non supérieurs 
à un nombre quelconque /i, connu. 

I® Calculer l'expression àe^{a)\ 

2° Démontrer que 

cp(2)-h<p(3)-h...cp(n) = (K2)-i-tj;(3)-h...^(n); 



remarquable théorème, dont M. Mansion a déduit des corollaires encore 
plus remarquables. {Note de la Rédaction.) 
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3° Démontrer que 

2<p(2)-t- 3<p(3) -H. ..-H/icp(n) = 2[2iK2)-H 3tK3)4-...4- n^{n)], 

(Ed. Lucas, N. C, 525.) 
{Radicke, 80, 267.) 

132. Le plus petit multiple de i, 2, 3, . . ., 2/1 est égal à celui 
de /i-i-i, /n- 2, . . ., 2/1. (Catalan, M., 896.) 

{Hacken, 94, 286.) 

133. Démontrer les relations combinatoires suivantes : 

ï ' c ^ ^ c - ^ 

A:« (1). 



(A:-+-i)('2Â:-hi)...(nA:-i-i) 
2° 

Gî;i,rt -t- C2/i-2,rt-l . G2,t -H G2«_4j»_2 . 0^,2 -f- . . . -h G2n,rt = 4'*- 

3« 

LiM,i H ^p,2 ••• = ("" 0'' > \rK • 

/H-1 n '^' n — \^' ^ ' (/lH-l)Gn,^ 

4** Si n est premier avec 6, on a 

C2/i-i,/i-2 = 011 (/i^— n). 

(Catalan, J. S., 231.) 
{Clapier^ 91, 23o.) 



(*) On pourra déduire de ce résultat le développement, en fractions 
simples, de la fraction rationnelle 

i .2. . , n 



{x — i){x — 2). ..(a?— n) 

{Note de l'Auteur.) 
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Propriétés de divisibilité. 

ISi. L'exposant du binôme de Newton étant de la forme a^ — i , 
où a est un nombre premier et p un nombre entier positif 
quelconque, aucun coefficient du binôme n'est divisible par a\ 
si Fexposant est a^, tous les coefficients (les deux extrêmes 
exceptés) sont divisibles par a, (N. A., 55.) 

{D, André, 46, 121.) 

135. p nombre /?re/w«er impair; a, b deux nomhv^s premiers 

aP-hbP ." , -, 

entre eux: a 4- 6 et r- ne peuvent avoir d autre lacteur 

a-\-b ^ 

commun que /? ; si a'' -h ^^ est divisible par /?^, alors a -h ^ est 

divisible par p^~^ ; mêmes propriétés lorsqu'un des nombres a, b 

devient négatif. (Kummer, N. A., 184..) 

{Mention, Gilles, 48, 307.) 

136. Soient p un nombre premier et X un polynôme tel que 

X = «1 -I- a2 a? -4- «3 a?* -•- . . . -+- a^x^-^. 

En donnant à chaque coefficient a toutes les valeurs o, 1,2, 
3, . . ., /^ — ï) oiï aura/?'^ valeurs de X> dont l'une sera zéro. Si 
l'on élève toutes les valeurs de X à la puissance m, et qu'on 
représente la somme des résultats par S X'", on Aura 

2 X'« = un multiple de/?, 

si m<Cp^^ — i; mais l'égalité précédente n'aura pas lieu si 
m— /?'* — I. (J. A. Serret, n. A., 293.) 

(Genocchi, 55, 241.) 

137. P étant le produit des entiers inférieurs et premiers à 
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un nombre N, la différence P — i est divisible par N lorsque N 
n'est ni premier, ni le double d'un nombre premier, ni une 
puissance d'un nombre premier impair^ ni le double d'une telle 
puissance. (Lionnet, N. A., 880.) 

138. Le nombre p étant supposé premier, et les deux groupes 

formant deux systèmes complets de résidus premiers par rap- 
port au module /?, il y a nécessairement deux indices diffé- 
rents i et k, tels que les produits r^Si, et /-^t^A: sont congrus par 
rapport au module/? (*). (A. Hurwitz, N. A., 1417.) 

{Chabanely 83, 427.) 

139. I® La somme des produits m km des n premiers nombres 
naturels est divisible par tous les nombres premiers compris 
entre /n -f- 1 et /i -h 2, et supérieurs k n — m, 

2<* La même somme diminuée de 1.2. 3... m, est divisible 
par n — m, si ce nombre est premier. (Gesàro, N. A., 1445.) 

140. Le nombre premier /?=: 2/1 4- i étant supérieur à 3, la 
somme des puissances, d'un même degré pair 2 a compris entre o 
el p — I := 2/1, des n entiers 1,2, 3, . . . , /i, et celle des puis- 
sances, du même degré, des n entiers suivants /i -h i, /iH- 2, . . . , 
p — iz=2nj sont divisibles par/?. (Lionnet, N. A., 1467.) 

{Moret-BlanCy 84, SgS.) 

141. Démontrer que la somme des carrés des coefficients 
binomiels d'un nombre entier positif a, 

A = a 



m' 



* = o 
n^ est jamais divisible par un nombre premier /? >► 2 a ; mais 

(* ) C'est-à-dire que la différence de ces deux produits est divisible par j!?. 
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toujours divisible par tous les nombres premiers compris entre 
et ) où n est un nombre entier positif et <Ca; 



2/1 + 2 2/1 + 1 

et que la même somme n'est pas divisible par un même nombre 
premier p compris entre ?r et > excepte si une puis- 

^ x-r 2/1 + 3 2/1 + 2 ^ '^ 

sance de p (supérieure à l'unité) se trouve dans l'intervalle de a 
jusqu'à 2a, [Szily, N. A., 1655 (*).] 

14-2. Si p est un nombre premier, on a 

Grt/j-i,p— 1 = I + OllL ./?. 
Par exemple, 

^ 14. l3. 12. Il .^rr r 

* * 1.2.3.4 

(Catalan, N. C, 26.) 

\k^. Dans le produit 

il y a au moins un nombre premier impair qui y entre comme 
facteur avec un exposant impair. (Proth, N. G., 387.) 

14.4.. a désignant un nombre premier, inférieur à /i, et ^ un 
nombre impair quelconque : 

Sa^^ |-çp(/i7+i)(mod5r), 
cp(/i) ayant la signification habituelle. (Mennesson, N. C, 409.) 

14-5. Tout nombre premier p divise : 

1° La somme des produits m km des p — 2 premiers nombres 
naturels, diminuée de l'unité; 

2° La somme des produits m km des p — i premiers nombres 
naturels, excepté quand m= p — i; 

3<* La somme des produits p — i k p — i des p premiers 
nombres naturels, augmentée de l'unité. (Cesàro,N. G., 442.) 

{*) Dans les N. A., la question a été numérotée par erreur 1647. 



NOMBRES PREMIERS. 189 

14.6. Tout nombre premier, compris entre m h- i et /i h- 2 
divise : 

i® La somme des produits m k m des n premiers nombres 
naturels, s'il est supérieur k n — m ; 

1° Cette même somme, diminuée du produit des m premiers 
nombres naturels, s'il est égal k n — m. (Cesàro, N. C, khk,) 

1 4.7. Tout nombre premier/? divise : 

1° La somme des produits p — i k p — i des n premiers 
nombres naturels, augmentée de Tunité, s41 est supérieur 

2 ^ 
2° Cette même somme, augmentée de deux unités, s41 est 

égal à ou à -• (Cesàro, N. C, 445.) 

° 2 ^2 

148. Si le nombre 2* h- i est premier, la division de 3* — 3* 

k 

par 2* — 3*-hi donne pour quotient entier un carré, et pour 
reste encore un carré (A:=:= 2'*). (Proth, N. C, 451.) 

149. Si p est premier 

5p — 2.^p-{-i = M.p, 

(De Rocquigny, M., 220.) 
{Servais, 84, 110.) 

150. Si p désigne un nombre premier, déterminer le plus 
petit nombre n pour lequel le produit des n premiers nombres 
est divisible par p, (Ed. Lucas, M., 288.) 

(Neuberg, 87, 68.) 

151. Si p est un nombre premier avec 5, /?*'*-!- 3/?*" — 4 est 
divisible par 25. (De Rocquignt, M., 364.) 

(Le moine, 85, 67.) 

152. Soit a^ la plus faible puissance de a, qui divisée par le 
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nombre premier absolu p^ donne pour reste i. Démontrer que^ 
si Ton élève tous les termes de la période des restes à la puis- 
sance q^ la somme de ces puissances est divisible par /?, si n 
n'est pas diviseur de q\ elle est égale à un multiple de p 
augmenté de /i, si p est diviseur de /i. (Schwârtz, M., 54>7.) 

{Hacken, 87, 124.) 

153. Le nombre 

1.2.3... (p — i)(n H T-^----T 1 

\ 2 3 p — ij 

n'est divisible par jd' que si/7 est un nombre premier supérieur 
à 3. (G. OsBORif, M., 886.) 

154. Si p est un nombre premier autre que 2, et q un entier 
inférieur k p — i, en posant 

e _ a^-i ■ 37-1 (^-i)?-i 

"^•^ - l^i:? ^ "3^=7 ^- • -^ />-2 — ' 

^p.q H- ^ -f- 1 est un multiple de p. (De Longchamps, J. E., W7.> 
{Grolleau, 93, 279.) 

Autres propriétés. 

155. Soient/? un nombre premier plus grand que 3, et /* un 
nombre quelconque de la suite 2,3,4» " -j p — 2. 

Ecrivons de gauche à droite sur une ligne horizontale la pro- 
gression I, 2, 3, 4» '--yPi et au-dessous une deuxième ligne 
horizontale i -f- r, 2 -H /', 2 -i- r, ...,/?-+- r; puis une troisième 
ligne i-h2r, 2 H- 2;-, 3 -h 2/*, ...,/?-{- 2 r, et ainsi de suite 
jusqu'à la dernière ligne ! + (/? — i)/-, 2-f-(p — i)/-, ..., 
p -^{p — i) ^, et toutes les fois qu'on aura un nombre plus grand 
que Pf on n'écrit que le résidu de ce nombre divisé par/?. 

Démontrer qu'on ne rencontre aucun nombre répété dans 



I 
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aucune ligne horizontale, dans aucune ligne verticale, dans 
aucune des deux lignes diagonales. (Crelle, N. A., 299.) 

{Painvirij 55, 257.) 

156. Si/? et 4/> 4- 1 sont deux nombres premiers absolus, 2 est 

racine primitive relativement au nombre 4/> -Hi (*)• 

(TcUEBYCHEF, N. A., 343.) 
{Bochette, 57, iSg.) 

157. Si E(^) désigne la partie entière du nombre q] /?!, p^, 
/>3, ... la suite des nombres premiers 2, 3, 5, 7, ...; Sy,^ la 
somme des produits y à j des /inombres i, 2, 3, ..., n; 
F(i)(«2^) un polynôme du degré w et à coefficients entiers, on aura 

q (/i-n)n(/i — i)...(/i— y-f-i) 

"i "î "z " ' 

I 

l'exposant cp d'un nombre quelconque p étant donné par la 
formule 

|1 = 

» = yE i 

(Sylyester, n. a., 791.) 

158. p et g désignant des nombres premiers respectivement 
des formes i8/i-i-5 et i8/n- 11, il est impossible de décom- 
poser en deux cubes, soit entiers, soit fractionnaires, aucun des 

nombres suivants 

P^ 2/?, 4/>S 



(Ed. Lucas, 78, 507.) 



(Sylyester, N. A., 802.) 



(*) Énoncé par réminent arilha)oIogue dans un Ouvrage sur les 
congruences, publié en langue russe à Saint-Pétersbourg. In-8» de 
279 pages; 1848. {Note de la Rédaction.) 



} 
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159. Lorsqu'un nombre premier est de la forme i H- 2**, 
Texposant n est nul ou de la forme 2*. (Lionnbt, N. A., 881.) 

[Toubin, 71, 181 (*).] 

160. Tout nombre pair est-il la somme de deux nombres 
premiers impairs? (*) (Lionnet, N. A., 883.) 

161. G étant une racine primitive dep^, la fonction 

où tous les exposants de g sont des nombres pairs, est divi- 
sible par 

^P^ — i . 
xp^-^ — i ' 

p est supposé un nombre premier autre que 2, et v plus grand 
que I. (Pellet, N. A. 1479.) 

162. p étant un nombre premier, et P un polynôme entier à 
coefficients entiers, Téquation 

{x -h y)P — xP — y/* =:pxy(x-{-y)P^ 

n'est vérifiée que par 

p = y et l* = x^-hxy -hy^. 

(Catalan, N. A., 1489.) 
(Catalan, 85, 620.) 

163. Si p est un nombre premier, supérieur à 3, 4/?' H- i est 
la somme de trois carrés. (Proth, N. C, 294.) 

{Ed, Lucas, 78, 120.) 



(*) Généralisation. 

(') Cette question n'est autre que le célèbre théorème empirique de 
Goldbach, qui n'a jamais été, ni démontré, ni mis en défaut. Voir à ce 
sujet un article fort intéressant de Lionnet. (A^. A., 79, 356.) 
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164. Si p est un nombre premier, de forme 4 P- -H i , le nombre 
ip estdécomposable en deux parties, dont tout diviseur premier, 
s'il n'est 3, a la forme 6^ -h i. (Proth, N. C, 295.) 

165. Tout nombre premier, de forme Gj? h- i, est décompo- 
sable en a'-\-b^-^ ah. (Proth, N. C, 300.) 

{Ed. Lucas y 78, 122.) 

166. P étant un nombre premier, la quantité 

( 1 .2.3.5.7.11 . . . P)± I 
ne peut être une puissance exacte. (Proth, N. C, 301.) 
\Ed, Lucas, 78, i23 (»).] 

167. Démontrer que, si 8^ -i- 7 est premier, 2*^-*-' — i ne Test 
pas. (Ed. Lucas, N. C, 312) 

168. Théorèmes empiriques. — I. Tout nombre premier /?, de 
la forme (\m — i, est égal à un nombre premier />', de la forme 
(\m -h I, augmenté du double d'un nombre premier/?", de cette 
seconde forme. (Lagrange.) 

II. Tout nombre pair est la somme de deux nombres pre- 
miers (2). 

III. Deux nombres entiers consécutifs, autres que 8 et 9, ne 
peuvent être des puissances exactes. [Catalan, N. C, 320 (').] 

-1 

169. Dans le développement de {v±z) p^ p étant premier^ 



(*) Généralisation. 

(*) N'est-ce point à Golbach qu'est due cette curieuse proposition? (Voir 
plus haut, question 160). {Note de Catalan,) 

(') Voir une Note 79, 3o4, et plus loin, p. 218, la Note au n° 259. 

ni. — Alg. Th, des nomb, i3 
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tous les coefficients sont réductibles à la forme 

Par exemple, 

/ N-i ' 3 , II - 44 . 924 , 4004 . 

(Catalan, N. C, 336) (*). 

170. Si un nombre premier P a la forme 4l* = i> P' est la 
somme de trois carrés. (Catalan, M., 855.) 

{Catalan, 93, 256.) 

171. p étant un nombre premier, si /^N est la somme de 

/> -h I carrés dont p soient égaux, N jouit de la même propriété. 

(Catalan, M., 883.) 
{Fauquembergue, 94, 173.) 

Problèmes. 

172. Trouver les nombres pairs et positifs ayant chacun cette 
•curieuse propriété d'être d'autant de manières la somme de 
deux impairs composés. (Lionnet, N. A., 1&>08.) 

{Lionnet, 82, 476.) 

173. Trouver, rapidement, si le nombre 2*zt:î est premier. 
S'il est composé, dans quel cas peut-on déterminer ses divi- 
seurs? (Proth, n. C, 327.) 

174.. Trouver une infinité de nombres premiers, de la forme 

4^-f- 1, 

égaux chacun à la somme de trois carrés inégaux (^). 

(Proth, N. C, 331.) 



(*) Voir une Note, 79, 292. 

(») M. F. Proth annonce qu'il a résolu, complètement, ce difficile pro- 
blème. A ce propros, nous rappellerons ce théorème empirique : « Le 
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175. D'après le théorème de Fermât, 

Comment doit-on prendre le nombre premier /?, pour que N 
soit un carré? (Catalan, M., 82). 

{Brocard, 83, 4i> 8o.) 

176. Sommer 

2.3 2.3.4 «^ 
ï 

et démontrer que, si n est un nombre premier, les fonctions 

(^-4)(/i— 5) (Al — 6)(/i — 7)(/i — 8)(n — 9) 
2.3 2.3.4*5 

se réduisent à des nombres entiers. (Catalan, J. S., 81.) 

Critériums, formes et répartition des nombres premiers. 

177. La suite des nombres premiers 2, 3, 5, 17, 257, ... de 
la forme i -f- 2'^ est-elle illimitée? Ou autrement, y a-t-il une 
infinité de nombres impairs par lesquels une circonférence peut 
être divisée en parties égales au moyen de la règle et du compas? 

(LioNNET, N. A., 882.) 

178. Y a-t-il au moins deux, nombres premiers parmi les 
entiers compris entre les carrés de deux entiers consécutifs? 

(LioNNET, N. A., 885.) 

179. Tout nombre premier /^zrSç-hi prend, d^une seule 
manière, les deux formes 



triple de tout carré impair, non divisible par 5, est égal à la somme des 
carrés de trois nombres premiers, autres que 3 et 5 ». 

{Note de Catalan,) 
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Pour q impair, ou /? = i6r h- 9, des deux nombres y^ u, l'un 
est pair, l'autre impair. 

Pour q pair, ou /> = i6r -h i, les nombres y et u sont tous 

deux pairs, ou tous deux impairs. 

(Le Besgce, N. A., iOhê.) 
(Moret-Blanc, 75, 73.) 

180. Le nombre des nombres premiers compris entre un 

nombre entier positif A et son double est moindre que celui des 

nombres premiers non supérieurs à A. 

(LiONNET, N. A., 1075.) 
(Brocard, Lionnet, 76, 33o, 473.) 

181. Si un nombre premier P est égal à la somme de trois 
carrés, P* est généralement égal aussi à la somme de trois carrés ; 
il ne pourrait y avoir exception que si P était décomposable en 
deux carrés (*). (Catalan, N. A., 1128.) 

{Le Besgue, 74, m .) 

182. Le nombre des groupes de cinq impairs consécutifs, 
dont quatre sont des nombres premiers, est-il illimité? 

(LiONNET, N. A., 1407.) 

183. Prouver que 2'* — i et 2*^'' — ï sont des nombres pre- 
miers. (Ed. Lucas, N. C, 92) (2). 



( ' ) Encore n'est-il pas sûr que ce cas d'exception puisse se présenter : 
le nombre premier 29 = 16 + 9 + 4 = 25 + 4; néanmoins 29' = 24'+ 16' + 3*. 

{Note de l'Auteur,) 

(•) Si l'on admet ces deux propositions, et si l'on observe que 2» — i, 
2* — 1,2' — I sont aussi des nombres premiers, on a ce théorème empirique : 

Jusqu'à une certaine limite, si 2" — i est un nombre premier/?, 2? — i est 
un nombre premier /?', 2?' — i est un nombre premier /?", etc. 

Cette proposition a quelque analogie avec le théorème suivant, énoncé 
par Fermât, et dont £uler a montré l'inexactitude : 

Si n est une puissance de 2, a» + i est un nombre premier. 

{Note de Catalan,) 
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184. On forme les entiers Tq, r^, Tj, ... d'après la relation 

et Ton prend les résidus suivant le module 

Cela posé, M est premier si le premier résidu nul occupe le 
rang ^n-h2] M n'est pas premier si aucun des résidus dont le 
rang est égal ou inférieur k ^n-{- 2 n'est égal à zéro. 

Exemple numérique, — Soit /i = i, M = 1469, on a les 

résidus 

I, 4, 19, —57, 569, —212, G. 

Donc le nombre i459 est premier. (Ed. Lucas, N. C, 350.) 

185. Théorème empirique. >— Les nombres 

22-t-I, 2*4-1, 2*64-1, 2256-1-1, ... 

sont premiers. (Gelin, N. C, 363.) 

186. Le nombre 2^+ i est premier ou composé, suivant qu'il 
divise ou qu'il ne divise pas 3^*~* -f- i (A* = 2'*). 

(Proth, N. C, 4.53.) 
{Ed. Lucas, 79, 187) (»). 

187. Le nombre 2*^ — 2^ -h i est toujours composé si 

/? = 2n-i-i. (Proth, N. G., 454..) 
{Jamety Ed. Lucas, 79, 108, i38.) 

188. Soit n le plus grand entier contenu dans s/p. Le nombre/? 

est premier ou non, selon que la p^^^^ dérivée de la fonction 

rationnelle *■ 

a?* rp9 a^"-"*) 



I — a?* I — x^ I — a?'* 



(*) Généralisation. 
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s'annule avec x ou ne s^annule pas. Le théorème subsiste si Ton 

supprime chaque terme delà forme -^ où a est un nombre 

composé. (Radicke, N. C, 559.) 

{Catalan, 80, 264.) 

189. Quelle que soit la base de numération, aucun des nombres 
représentés par 

lOIOI, lOIOlOIOI, lOIOIOIOIOIOI 

n'est premier. (Catalan, M., 804.) 
{Bergmans, 93, i44-) 

190. La formule N=rH-a?-hJ?' (') donne les nombres pre- 
miers 

3, 7, i3, 3i, 43, 73, 157, 193, .... 

En donne-t-elle une infinité? (Catalan, M., 825.) 

191. On considère le nombre looi. A gauche et à droite de 
ce nombre, on écrit : 

i^ p — 2 zéros; 

2** Le nombre 10 1; 

3° /? — I zéros; 

40 L'unité. 

Le nombre ainsi formé n'est jamais premier. 

(De Longghamps, J. E., 539.) 
{Droz-Farny, 94, 235.) 

192. Si l'on écrit l'unité à la gauche et à la droite de 

3n — I zéros, le nombre ainsi obtenu n'est jamais premier. 

(De Longghamps, J. E., 540.) 
{Tzitzéica, 94, 235.) 



(*) Dans cette formule, on peut supposer x non carré. 

{Note de r Auteur.) 
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Premier degré. 

193. Le nombre de solutions positives entières de l'équation 

ax-\- hy = /i, 

où Of b, n sont des nombres positifs entiers, est le plus grand 

nombre entier compris dans — r ou dans — ^ h- i. 

^ ab ab 

(HEfiMiTE, N. A., 421.) 
(Rassicod, 58, 126.) 

194. Si n est uA nombre entier quelconque, Tun des quatre 
nombres /i' — i, n} — 4> 'l'-H 3 est divisible par 12, et le quo- 
tient marque le nombre des solutions différentes de Téquation 
indéterminée œ -\- y -{- z:=z n, en nombres entiers et positifs 
dont aucun n'est nul. (Vachette, N. A., 826.) 

{Bignorij 69, 4i5.) 

195. Démontrer que le nombre des solutions entières et posi- 
tives de l'équation 

a? H- 7 H- ^ = N, 

sous les conditions 



est 



N2 + I (Nh-2)(N-+-4) 
-8- "" % ' 



suivant que N est pair ou impair. (Hermitb, N. A., 889.) 
{Schlegel, 69, 91.) 
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196. Si ron considère les solutions entières (non négatives) 
de chacune des équations 

x-\-2y = n — I, 2 37-1-3^^ = 71 — 3, 'Sx-h4y = n — 5, ..., 

le nombre total de ces solutions égale l'excès de n -\-2 sur le 
nombre des diviseurs de n -h 2. 

Exemple. — Soit /i=rio; la première des équations admet 
-cinq solutions; la seconde n'en admet qu'une seule; les équa- 
tions suivantes sont impossibles; le nombre total des solutions 
•est donc 6. 

Or, 12 admet 6 diviseurs, et 12 — 6 = 6. 

(Catalan, N. A., 14.28.) 
{Cesàro, 83, 38o.) 

197. Le nombre total des solutions entières non négatives des 

équations 

ar-+- 4^ ^ 3(/i— 1), 

4^-^- oy = 5(/i — 2), 

garn- 167 = 7(/i — 4) 

«est égal à n, (Cesàro, N. A,, 1495.) 
(Goffart, 84, SSg.) 

198. Résoudre les équations 

a?i H- ^ — a(a72 -t- 373), 
X2-h t =(a-{- i)(a:3-ha74), 
X3-^ t ={a -\-2)(xi^~\-Xi)j 
x^-^t =(aH-3)(a7i-i-ar2). 

(Léonard de Pise, N. C, 389.) 

199. Si Ton considère les solutions entières non négatives de 
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chacune des (n h- i) équations 
x-h2y=nj ix-\-Zy=zn — i, Zx-¥-iy=n — t., ..., 

{n -hi)a7H-(/i-h2)7 = o, 

le nombre total de ces solutions est (/i-f- 1). 

(Catalan, M., 153.) 
{Cesàro, 83, 87; 86, Sa.) 

200. Le nombre total des solutions entières, non négatives, 
des équations 

07-1-4^=3/1 — I, 4^-i-9/ = 5n — 4» 907-4-16^ = 7/1 — 9, 

est égal à n. (Cesàro, M., 189.) 

(Gillet, 85, 59; 86, Sa.) 

201. Combien de solutions distinctes admet Péquation 

X -\-y -^ z = /H-2, 

les indéterminées d?, y^ z ayant des valeurs égales ou inégales 

choisies parmi les nombres i, 2, 3, . . ., /i? 

(DeBozoky, m., 631.) 
(Bellens, 89, 126.) 

Deuxième degré ; équations à résoudre ; problèmes. 

202. Trouver des nombres rationnels satisfaisant aux. deux. 

équations 

x^-hy^ — i = z^, 

x^ — y^ — I = a*. 

(Lilavati, n. a., 206.) 
(Clere, 50, 116; Genocchi, 51, 80; 75, 178; Pépin, 75, 63.) 

203. Résoudre le système d^équations 

ao7 — by = x^ — y^, bx -^ ay = ^xy, 
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les nombres connus a, b satisfaisant aux. conditions suivantes : 

a-\-b = c^y a — b-d^ (N. A., 643.) 
{De Virieu, 61, 122.) 

204. 1° Trouver deux entiers n et p{n<,p) tels qu'on ait 

1-4-2-+-.. .-i-/i = (/i + i)-i-. ..-+-/?. 

Ce problème revient à Tun quelconque des deux suivants : 

Trouver un entier tel que son carré augmenté de i soit égal 
au double d'un carré; 

Ou : 

Trouver deux entiers consécutifs tels que la somme de leurs 
carrés soit égale à un carré. 

2® Trouver deux entiers n eip tels qu'on ait 

Ce problème revient à Tuo quelconque des deux suivants : 

Trouver un entier tel que son carré diminué de i soit égal 
au double d'un carré ; 

Ou : 

Trouver deux entiers consécutifs tels que la somme de leurs 

carrés soit égale à un carré augmenté de i. 

(Laisant, n. a., 953.) 
{Moret-Blanc, 72, 173.) 

205. Résoudre en nombres entiers l'équation 

(Catalan, N. A., 1475.) 
{Fauquembergue, 84, 346.) 

206. Trouver une infinité de valeurs entières de v^ x^ y^ z, 
telles que l'expression 

soit égale au double d'un carré. 
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Exemples : 

i2 — I .(-1-4- 3 -4- 4) — 1 .3 + 3 -h 4 — 4. 1 = o, 

I* — I.(l-|- I-h2)-hI.Ï-i-I.2-h2.I=2.l2, 
92 — 9(1 -}- 8 -t- 8) H- I .8 H- 8.8 -f- 8. I = 2.22, 

(-J i)ï _V- 1 .(o-M -f- 8)-f- 1 .8 = 2.32, 

3»— 3(2-t-6-i-7)-i-2.6H-6.7-t-7.2 = 2.4*, 

O'' — 9(7 -+- 8 -h 8) -4- 7.8 H- 8.8 -h 8.7 = 2.52, 

i2 — i.(n- 8-f-9)H-i.8 + 8.9-4-9.i = 2.62, 

(—1)2 + 1.(1 -h 8 H- 8) -h 1.8 H- 8. 8 H- 8. 1 = 2. 72, 

(S. Realis, N. C, 539.) 
{CesàrOy 80, 273.) 

207. Trouver, par des formules directes, une infinité de 
valeurs entières de x^ y, -s, telles que l'expression 

i{xy -i-yz H- zx) — (x^ -\- y^ -h z^) 

se réduise à un carré pair, assigné d'avance. 

Exemple. — Le carré donné étant 36, on a 

2(2.5 -h 5.5 H- 5.2) — (22-t- 52-h 52) = 36, 
2(2.5 -\- 5.9 H- 9.2) — (22-f- 52+ 92) = 36, 
^(i'9 -H 9.10-4- ici) — (i2 -4" 92h-io2)=36, 
2(1.10 -i- 10. i3 -hi3.i) — (i2-hio2-4-i32) = 36, 
2(i.i3-f-i3.i8-hi8.i) — (i2-}-i32-f-i82)= 36, 

(S. Realis, M., 48.) 
{Rochetti, 81, i65.) 

208. Trouver une infinité de solutions entières de chacune 
des équations 

X2h-Y2 4-Z2-= 7(^:2 -hj2 + ^2)^ 
X» -H- Y2 -+- Z2 = 19(^:24-72 -+-^2), 
X2 4- Y2 -h Z2 = 67(372 -+- ^2 ^_ ^2)^ 



(5. Realis, 82, 64.) 



(Catalan, M., 88.) 
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209. Quels sont les polygones dont le nombre des diagonales 
est un carré? (De Rocquigny, M., 282.) 

{Jamet, 86, 162.) 

210. Trouver n nombres entiers consécutifs dont la somme 
soit le double d'un carré. (De Rocquignt, M., 524.) 

{Jamet, 86, 277.) 

211. Trouver pour a et 6 des valeurs entières telles que 
l'expression 

1 1 3 a -f- 89 6 

se réduise à un nombre entier. (M., 650.) 
{Jamet, 89, 278.) 

212. Trouver pour x une valeur entière qui rende carrés 
parfaits les expressions 4^4-5, 5a?-h/'|. (M., 654.) 

(Emmerlch, 90, lyi-) 

213. Assigner, par un procédé direct, une infinité de solutions 
entières de l'équation indéterminée 

(2a' — 2a — i)x* — 4(«' — ^)^y -H (2 a' -H 2a — i)y^= i, 

dans laquelle a est un entier donné. 

JVote, — On trouvera deux séries de solutions; Tune com- 
mence par les systèmes de valeurs 

x = a-^-iy (a7 = 3a-h4» Ia7 = iia-hi5, .... 
y = Uj j^ = 3a-i-i, l y = iia-h i, 

L'autre série se déduit de la précédente, en observant que, si 
l'on change a en — a, l'équation demeure la même, à l'échange 
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près des indéterminées Tune dans l'autre. On a donc encore, 
pour la proposée, les solutions 

07 = a, { X = 3a — i, i x = lia — 4) •••? 
^ = a — i, \ y =z3a — 4, |^ = iia — 15, 

(S. Realis, J. s., 140.) 

(Ferval, 89, 94.) 

214-. On propose d'assigner, par un procédé direct, une infinité 
de solutions entières de l'équation indéterminée 

(a2 — a — i)t* — (2a* — 3)xy -h(a^-h a -\-ï)y^ = i, 

a étant un entier donné. 

Note. — On trouvera, en outre des valeurs initiales œ^iy 
j^ =z I, les deux séries de solutions 

j rr = a -h 2, j a? = 3a H- 5, la? = 8a-+-i3, ..., 
(j = a-l-i, f7 = 3a + 2, l y = Sa-h 5, ..., 

x = a — 1, ix = 3a — 5, {a7 = 8a— 5, ..., 
y = a — 2, iy='àa — 5, \y=Sa — 13, ..., 

se déduisant l'une de l'autre, comme dans la question précé- 
dente. (S. Realis, J. s., 141.) 

{Ferval, 89, 118.) 

215. 1° Trouver les nombres qui sont à la fois triangulaires 
et pentagonaux; c'est-à-dire : résoudre en nombres entiers 

l'équation 

x{t-^\) jK(3r=Fi) 



2° Théorème. — Tout nombre triangulaire, s'il n'est pas pen- 
tagonal, est la somme de moins de sept nombres pentagonaux. 

3<» Théorème. — Si, au double d'un nombre triangulaire, on 
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ajoute un carré, on obtient la somme de deux nombres triangu- 
laires (l'un de ceux-ci peut être nul) ('). 

4° Dans quel cas a-t-on 

{GATiLA^, J. s., 353.) 

316. Donner explicitement toutes les valeurs entières de n 
pour lesquelles : 

1° 2/1* — 1 est un carré parfait; 

2° 3/1* + ! est un carré parfait. (E. Lemoinb, J. S., 360.) 

{Catalan, 93, 22.) 

217. Trouver toutes les valeurs rationnelles de a, a', a', b, 
V, b', C, c', c" qui satisfont aux équations 



(Catalan, J. S., 371.) 



Deuxième degré; propriétés. 



218. Supposons que a' puisse se décomposer de n manières 
en produits de facteurs inégaux (i .s'' compris); démontrer que 
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219. Démontrer que l'équation 

est impossible en nombres rationnels, lorsque/? est de la forme 

4/1 + 3 (1). (JOUBERT, N. A., 551.) 
{Kaminsky, 61, 97.) 

220. Les nombres a,, «2? • • •; ^my <^m+i sont des entiers </? 
et non divisibles par p. On représente par SJ,, S;;^ le nombre 
des solutions des équations indéterminées 



.2 



a^xi-h a^xl-h . . .-^ ama:^fn —py 



) 



(6) 



en prenant ^i, x^, . . ., x„ parmi les nombres 

O, I, 2, 3, . . ., p — I. 

On demande la démonstration des formules 

(0 (/>-i)s,„=s»„^.,-s»„ 

S?„-p'"-'=/>(S»,_,-p"'-3)( -^'^-"'"' ), 

(2) SJ-I=0, 

(4) S?-^=(;,-,)(=l^). 

(3) s.-. = (:^), 

(7) S«„+, — ^'« = 0, 

s,,.-/,»"-. = -^«-. p— ^""'^ •••""' ] , 

(.0) w.-i>"'=[ ^-')""'"';--""-- ] . 



(8) 



(9) 



( * ) Mémoire sur la théorie des fonctions elliptiques et son applica- 
tion à la théorie des nombres. In-4° de 35 pages; i86o. Savant travail 
faisant suite aux travaux de MM. Hermite et Kronecker sur la limite du 
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Ijfs namércri iodiqueDl l'ordre â soÎTre dans les démonstra- 
tioui, qui i'jnt fort simples i = ;. (Ls Bts«ri, N. A., 739.) 

(Pépin, 71, 337,, 

9*1 I '^xiaiion (odélermiDée /* — Dn' — i, dans laquelle D 
tne f 4A -!- 3;'-r I, n dê:)^naot no nombre entier 

lonque I, 2. 3, n'a aucune solution formée de 

es impairs, et la ^lutîon constituée par les deux 
îers positif: les plus petits est 

(F. Di»05, N. A.. 1055.) 

:, 73. 33o.f 

pile de boulets à base triangulaire ne contient un 
boulets égal an carré d'un nombre entier que lors- 
intient sur le côté de la base i , 3 ou iB. 

(Ed. Lccas, N. a., 1194.) 

'8, m.) 

> toute solution, en nombres entiers, de l'équation 
e 2^x^-r I =^y', le produit des valeurs des deus 
>t multiple de 5. N. A., 1274.) 



I solutions entières et positives de l'équation 

rtaines classes des déterminants: au deli de cette limite, 
s classes quadratiques surpasse nécessairemeot un nombre 
es questions les plus ardues de l'arithmologie et qui n'est 
nplétement résolue. {Note de la Rédaction.) 

Ile Jordan a donné ces formules et en a indiqué la vériûca- 
Compta rendus du 19 mars i8â6. Dans les Comptes rendus 
[. Le Besgue a montré que ces formules reTenaient à celles 
s dans le tome H {iSS^) du Journal de M. LiouvUle. 

( Note de Prouhet.) 
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dont les deux premières sont x=zo et^=i; ^ = i et j =z 5, se 
déduisent chacune des deux précédentes en retranchant l'avant- 
dernière valeur de j; ou de / de dix fois la dernière pour obtenir 
la suivante; 

2° Que les solutions entières et positives de l'équation 

dont les deux premières sont ^ = i et/ = i; a: = ii ely=zg^ 
s'obtiennent comme celles de l'équation précédente (i**); 

3<* Que toute valeur du nombre X = 3a:* + 2 (2°), ayant la 
double propriété d'être égal à la somme des carrés de trois 
entiers consécutifs et à celle des carrés de deux entiers consé- 
cutifs, est delà forme 36on -h 5. (Lionnet, N. A., 1335.) 

{Rochettij 81, 4'^5.) 

3i25. Démontrer que les solutions entières et positives de 
l'équation x^ -\- v -=1 1 y'^ ^ dont les deux premières sont ar = i, 
et y z=z i y X ^=z 'j et j:^ = 5, se déduisent chacune des deux précé- 
dentes en retranchant l'avant-dernière valeur de ^ ou de/ de 
six fois la dernière pour obtenir la suivante. 

(Lionnet, N. A., 1338.) 
{Pisanij 81, ByS.) 

226. a, X, y étant des nombres entiers, chaque valeur de x 
qui vérifie l'équation 

est la somme de trois carrés. Il y a exception pour ^ = i et 
i^owv x=i[\a^-^i, (Catalan, N. A., 1474-.) 

{Fauquemberguey 84, 538.) 

227. Quels que soient les nombres entiers a, b, c, l'équation 
indéterminée xy + ax -\- by :=^c admet au moins deux systèmes 
de solutions entières. (Brocard, M., 612.) 

(Beyens, 88, 2x3.) 
III. — Alg. Th. des nomb. i4 
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228. Démontrer que l'équation 

admet une infinité de solutions en nombres entiers; la somme 
œ -+-/ étant un bicarré (*). (De Longghamps, J. E., 426.) 

{Svechnikoff, 92, 282.) 

■» 

Troisième degré; équations à résoudre; problèmes. 

*229. Déterminer des valeurs entières des quantités x, n, r : 
1° telles que la somme 

§oit un cube; 2® telles que cette somme soit le cube de ^ 4- nr, 

(BONCOMPAGNI, N. A., 703.) 

230. Trouver trois nombres entiers en progression géomé- 
trique, tels que chacun d'eux, augmenté d'une unité, donne un 
carré. (A. Martin, N. A., 1032.) 

231. Déduire d'une même identité une infinité de solutions 
en nombres entiers de chacun des deux systèmes 

x^ -\-y^ H- ^3 = 2^3 _4_ ps _^ iz^ 

xyz =1 uvt'y 

( x^-\-yi-\- z^= u^-\-v^-^t^, 
( x -h y -\- z = u ■+- i> -ht, 

(Desboves, n. a., 1310.) 



(') Ce problème ne doit pas être confondu avec celui de Fermât dans une 
remarque relative au Traité des doubles égalités de Bachet. 

Le problème de Fermât consiste à trouver un triangle rectangle dont les 
côtés sont exprimés par des nombres entiers de telle sorte que l'hypoté- 
nuse soit un carré parfait ainsi que la somme des deux côtés de l'angle 
droit. On trouvera une solution de ce problème dans les Recherches sur 
l'Analyse indéterminée et l'Arithmétique de Diophante (p. 27), par E. 
Lucas. . {Note de l'Auteur,) 
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232. Trouver un nombre positif ayant la double propriété 
d'être égal au produit de trois entiers consécutifs et à celui de 
deux entiers consécutifs. (Lionnet, N. A., ISi-Q.) 

{Moret'Blanc, 81, 43i.) 

233. Trouver un nombre positif ayant la triple propriété 
d'être, ainsi que sa moitié, égal au produit de deux entiers con- 
sécutifs, le plus petit des deux facteurs de cette moitié étant lui- 
même égal au produit de deux entiers consécutifs. 

(Lionnet, N. A., 1350.) 
{Moret-Blanc, 81, 375.) 

234. Trouver les solutions entières de l'équation 

(Lionnet, N. A., 1476.) 
{Fauquembergue, 84, 538.) 

235. Dans quels cas la somme des cubes de sept nombres 
entiers consécutifs est-elle un carré parfait? 

(Ed. Lucas, N. C, 90.) (») 

236. Résoudre, en nombres entiers, l'équation 

373 — ^7 = 1007. (Brocard, N. C, 97.) 
(Gelin, 77, 121.) 

237. Pour quelles valeurs de p et de q l'équation 

est-elle résoluble en nombres entiers? Déterminer les plus petites 
solutions, en supposant l'inconnue z égale à un nombre pair ou 
à un nombre impair. (Ed. Lucas, N. C, 133.) 



(») A propos de cette question, on peut consulter la Note sur un Pro- 
blème d'analyse indéterminée {Atti deW Accademia pontificia de' Nuovi 
Lincei, 1866 et 1867 ). {Note de Catalan,) 
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238. Résoudre, en nombres entiers, Téquation 

x^-\-{ia-hi)(x — i) =y^. 

(Brocard, N. C, 168.) 
(Brocard, 77, 23.) 

239. Résoudre, en nombres entiers, l'équation 

ar3-f-i; = j^2. (Brocard, N. G., 171.) 

[Rey, 71 y 25; Lemière, 11, 49 (*)•] 
24-0. Trouver les solutions entières de Téquation 

Note. — Parmi les solutions entières dont Téquation est sus- 
ceptible, il en existe une dans laquelle la valeur de >s, au second 
membre, est égale à Tunilé (en exceptant le cas où n=z2), et 
une autre dans laquelle les valeurs de ^i, z^^ z^, , . ,, zn, au pre- 
mier membre, se suivent en progression par différence. 

Dans le cas spécial de /i = 2, la solution la plus simple de 

l'équation 

z\-r- z\=^ \Zz^ 

est donnée par l'égalité 

«23 + 73 = 13.33. 

(S. Realis, n. C, 598.) 

*24'1. Trouver les valeurs, entières et positives, qui vérifient 

Téquation 

x^-^i=y^. (Gerono, n. g., 599.) 

24'2. Résoudre, en nombres entiers, l'équation 

X^ _4_ jr2 = (^x ^)3. 

(De Rocquigny, M., 560.) 
(Stevart, 87, 146.) 



(*) Voir surtout cette seconde solution. 
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243. Trouver 2/1-1-1 nombres entiers consécutifs tels que ]a 

somme des carrés des (/i + i) premiers de ces nombres soit égale 

à la somme des carrés des n nombres suivants. 

(DosTOR, J. M., 205.) 
{Deslais, 80, SgS.) 



Troisième degré; propriétés. 

244. Le produit de trois nombres entiers consécutifs ne peut 
être ni un carré ni le double d'un carré {*). 

(Faure, N. a., 386.) 

(57, 288.) 

*245. Le nombre figuré par 1 121 ne peut être un carré parfait 
dans aucun système de numération. (Rouché, N. A., 528.) 

246. Deux cubes étant premiers entre eux et se terminant (à 
droite) par les trois mêmes derniers chiffres significatifs, démon- 
trer que les deux racines cubiques ont aussi les trois derniers 
chiffres communs dans un système quelconque de numération. 

(Rouché, N. A., 529) (2). 
{Pépin, 67, 49*2-) 

247. Le système des deux équations 

x^ = ay^ -f- 1 , x^ = by^ 4- c, 

dans lesquelles a + i et c sont des multiples de 3, et b un nombre 

entier non divisible par 3, n'admet aucune solution entière. 

(N. A., 630.) 
{Delorme, 62, 455) (3). 

248. Une pile de boulets à base carrée ne contient un nombre 



(*) Le produit de tant de nombres consécutifs qu'on veut ne peut être 
une puissance parfaite d'aucun nombre. {Note de Terquem.) 

(*) Dans sa rédaction, le théorème énoncé n'est pas exact. Voir la solu- 
tion indiquée. 

(») Généralisation. 
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de boulets égal au carré d*un nombre entier que lorsqu'elle en 
contient 24 sur le côté de la base. (Ed. Lucas, N. A., 1180.) 

[Moret'BlanCy 76, 46; Ed. Lucas, 76, 5^8 (*); 77, 429.] 

249. Démontrer : 

I*» Que si une solution de Téquation indéterminée 

M^ -H p5 -H x^ -\-y^ = o 
est donnée par l'égalité 

on obtient une nouvelle solution en faisant 

w = a ( P -H Y + S ) — p2 -H y2 -H §2, 

t; = P(a -h Y -f- S ) — a^ -h Y* -^- ^^ 
07 = y(3C -h P -f- 8 )H- aï H- p2 — §2, 

jK=8(a-4-p-i-Y)-f-a2-f-[32— Y*; 

2° Que, si l'on part de cette seconde solution pour en obtenir 

une troisième par le même procédé, on retombera, à un facteur 

commun près, sur les valeurs a, p, y, ^• 

(S. Realis, N. a., 1295.) 
{Sondât, 79, 878.) 

250. Si les égalités 

Aa3-4-Bp3-^CY3 = o, Aa'3-f-Bp'3-t-CY'3 = o 
représentent deux solutions connues, distinctes, de l'équation 

une troisième solution sera donnée par les formules 

X = Bpp'(aP'— a'p)-f- Cyy'C^ï'- a'ï), 
y = Gyy'CPï'- P'y)+ Aaa'(pa'- p'a), 
z = Aaa'(Ya' — Y'a)+Bpp'(Yp'— y'P)- 

(S. Realis, N. A., 1296.) 

(Sondât, 80, 458; Desboves, 81, 173.) 



(*) Voir surtout cette solution; celle de Moret-Blanc n'est pas irrépro- 
chable. 
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251. La somme des carrés des x premiers nombres entiers 

n^est jamais égale au double, au triple, au sextuple d^un carré. 

(Ed. Lucas, N. A., 1299.) 
{Moret-Blanc, 79, 470.) 

252. La somme des x premiers nombres triangulaires n^est 

jamais égale au double, au triple, au sextuple d'un carré. 

(Ed. Lucas, N. A., 1300.) 
{Moret-Blanc, 79, 474-) 

253. On peut trouver toujours deux entiers ^ et w, tels que 

A^3 + Bm2-+-G 

soit divisible par 7, A, B et C étant trois entiers positifs ou néga- 
tifs non divisibles par 7. (Pellet, N. A., \Wk,) 

{Moret-Blanc y 82, 475.) 

254'. Démontrer que, si les deux racines de Péquation 

^« — 3a^— (a3— p2)=o 
sont entières, Téquation indéterminée 
(A) x^-^k=y^, 

dans laquelle on a pris 

A: = [(a-M)3 — (p+i)s];5, 

admet toujours une solution entière. 

Exemples : 1° Pour a =z a*, 

P = ± a3, 

d'où 

z = 3a«, k = 3a*(3a*q: 2a-t- 3), 

l'équation (A) est vérifiée par 

x = — aa', ^ = a*(aqi3); 

2® Pour a = 2, 

p = ihi, 
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d'où 

y =7, z''=-i. 

Les équations 

rr^-h i6i =j^*, x^ — 7.3=y^\ 

3734-189=^*, x^ — 27=^* 
admettent respectivement les solutions 

— 53 -h 161 =6», 33-23 = 2»; 

— 53 -h 189 = 82, 33 — 27 = o. 

3° Pour a -zz 82, 

M ±64, 
d'où 

Z' = 224, >3''= 128; 

on a les résultats 

— 1923 + 7103488= i6o«, 1603 — 4059136 = 1922, 

— 1923-1-7160832 = 288*, 1603 — 4091904= 64», 

qui équivalent, respectivement, à 

— 483-1-110992 = 20*, 103 — 991 = 3*; 

— 483 -h I II 888 = 362^ io3 — 999= I*. 

Nota. — L'équation en z, mise sous la forme 

a^-+-{3a — z)z= p* 

et supposée vérifiée par des valeurs entières de a, p, z, constitue 
par elle-même une solution entière de (A), pour une infinité de 
valeurs de k, comprises dans l'expression (3a — z)z. 

Le résultat le plus simple à obtenir par cette voie consiste 
dans l'égalité évidente 

23 — 7 = fS. 

(S. Realis, N. a., 1451.) 
{Fauquembergue, 85, 379.) 

255. L'expression 

8p — 3(a*-i-2a)-M 

se réduisant à un carré pour des valeurs entières de a et p, l'équa- 
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tion indétermiDée 

est résoluble en nombres entiers x, y, indépendamment de la 

solution immédiate 

x = cc, 7 = p. 

Exemples : Pour a = 0, p = 1, valeurs satisfaisant à la condi- 
tion indiquée, l'équation devient 

et admet les solutions 

x = — I, y =0 et X = 2j y = 3, 
en outre de la solution immédiate 

x = o, 7 = 1. 

Pour a =1 — 2, p = ) 1 équation 



x^-^i^-^—) +8=7^ 



admet les solutions 



x = — a-+-i, X = a-h 2y 



en outre de la solution immédiate 



a? = — 2, y = 



{Brocard, 91, 7*.) 



1 
(S. Realis, N. a., 1W2.) 



256. Le cube d'un nombre entier, autre que Tunité, ne peut 

être la somme des carrés de deux nombres entiers consécutifs. 

(N. A. 1459.) 
{Fauquembergue, 83, 43o.) 



2l8 ALGÈBRE. — THÉORIE DES NOMBRES, ETC. 

*257. La somme des carrés des n premiers nombres entiers 
n'est jamais un carré, excepté si n = 24. 

(Ed. Lucas, N. C, 76.) 

258. La somme de deux cubes consécutifs n'est jamais un 
carré, excepté si ces cubes sont i et 8. 

(Ed. Lucas, N. C, 80, M., 4-58.) 

{Fauquembergue, M., 87, 200.) 

259. La différence de deux cubes consécutifs n'est jamais un 
bicarré (*). (Ed. Lucas, N. C, 81; M. 459.) 

{Fauquembergue, M., 88, 21.) 

*260. Si X, y, z désignent des nombres entiers satisfaisant à 
Féquation 

on obtient une nouvelle solution par les formules 

X = a:^ — y^ -\- 'ix^y^{7.x^ ■+-^^)> 
Y =^9 — x^ -^ Zy^x^{iy^ -\- x^), 
Z = 'àxyz{x^-\- x^y^ -^ y^). 

Faire voir qu'elles sont plus générales que les formules attri- 
buées à Euler. (Ed. Lucas, N. C, 134.) 

*261. Trouver des formules analogues pour la résolution de 

l'équation 

AiF3-i-Bj3-i-G-s3= 3T)xyz. 

(Ed. Lucas, N. C.,135.) 



(1) Ces curieux théorèmes, dont M. Lucas n'a pas fait connaître les 
démonstrations, sont extraits d'un Mémoire intitulé ; Recherches sur 
VAnalyse indéterminée. La propriété dont jouissent les nombres 8 et 9 a 
donné lieu au théorème empirique suivant : Deux nombres entiers consé- 
cutifs, autres que 8 et 9, ne peuvent être des puissances exactes. Voir nos 
Mélanges mathématiques, les Nouvelles Annales, etc. 

{Note de Catalan,) 
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*262. Tout cube est la différence de deux carrés, dont Tun au 
moins est divisible par 9. (Tait, N. C, 182.) 

263. L'équation 

a?' -+- 3 = j^3 

est impossible en nombres entiers. (Proth, N. C, 296.) 
{Ed, Lucas, 78, 121.) 

264. L'équation 

x^ — 3 = jK^ 

est impossible, excepté pour a? = 2 , ^ = i . 

(Proth, N. C, 297.) 
{Ed, Lucas, 78, 121, 224.) 

265. Le seul nombre entier, premier avec 5, dont le cube^ 

diminué de i3, soit le quadruple d'un triangulaire, est 17. 

(Cesàro, m., 502.) 
(Fauquembergue, 87, 257.) 



Quatrième degré; équations à résoudre; problèmes. 

266. Résoudre en nombres entiers et positifs l'équation 

x^^x^ + x^-^x-^\ =72. (N. A., 1168.) 
{Moreau, Ed. Lucas, 75, 335, Sog.) 

267. Trouver toutes les solutions entières de l'équation 

a?* -h 737 = 2y{jr -\- 3)(jk2 4- 3j^-f- 5). 

(LioNNET, N. A., 1303.) 

{Meyl, 79, 332.) 

268. Trouver un nombre qui soit, ainsi que son bicarré, la 

somme des carrés de deux entiers consécutifs. 

(LioNNET, N. A., 1339.) 
(Lissençon, 80, iy^-) 
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269. Résoudre complètement, en nombres rationnels, l'équa- 



(Ed. Lucas, N. C, 82.) 

270. Pour quelles valeurs de n la somme des cubes des n 
premiers nombres impairs est-elle un carré parfait? 

(Ed. Lucas, N. C.,86.) 
(Brocard, 77, 167, a48.) 

271. Pour quelles valeurs de n la somme des boulets des n 
premières piles, à base carrée, est-elle un carré parfait? 

(Ed. Lucas, N. C, 313.) 

272. Même question que la précédente, pour les piles triangu- 
laires. (Ed. Lucas, N. G., 314.) 

273. Dans quel cas la somme 

_,s + 3s_5> + ... + (4^-i)' 

est-elle un carré, un cube ou un bicarré? 

(Ed. Lucas, N.C., 169.) 

Quatrième degré; propriétés. 

274. ^mn — m — i ne peut jamais être un carré, soit entier, 
soit fractionnaire. (Goldbach, N. A., 248.) 

{Bédos, 52, 478, 3a6.) 

275. Si l'équation s' ^: ar' -h «/'s' + bz^ est résolue par 

r' = t^-hat'u^-hbu\ 
elle le sera aussi par 

ar = ri_(a!— 4i)('u', j = ('■ — bu'-, z = ■irtu. 

{A. LbBesgue, N. A., 631.) 



{Le Besgue, 72, 83.) 
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276. L'équation ^* h- o;^ -h a?* -h a: — i = y^ est impossible en 
nombres entiers et positifs. (N. A., 1291.) 

{Romero, 79, SaS.) 



277. Si (^, /, z) est une solution en nombres entiers de 
réquation 

on aura toujours une solution en nombres entiers (^Tj, /,, z^) 
de réquation 

X* 4- abc^ Y* H- crfX« Y2 = Z^ 
par les formules 

Les formules de Le Besgue sont la conséquence évidente des 
précédentes. (Desboves, N. A., 1324'.) 

[Moret'BlanCy 80, 46i; Desboves, 81, 178 (')]. 

278. Déterminer une valeur de z, telle que, en y joignant les 

valeurs 

p = 2(a M- P)(39i a2 — 780 a^ -h Sgi p«), 

« 
X = loSya^ — 2541 a*p -h 2 787 a p^ — 3^1 ^3^ 

y = Sgias — 2787 a2p-f- 2541 «ps — 2057^2, 
on satisfasse à Téquation 

On trouvera ainsi, par exemple, en prenant a ^r i, p = 0, et sup- 
primant les facteurs communs, l'égalité 

46* H- 121* -f- 23* = 2. 10 ^67*. 
(') Voir surtout cette seconde solution. 
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De même, en prenant a = i , P ^= i , 

aC + a3o' + aSg» = a. 5; laS'. ...,(')- 

(S. Realis, N. C.,553.) 

279. Une solutioD particulière de l'équation indé terminée 
étant représentée par l'égalité 

démontrer que l'on a également une solution en posant 

-iSO' + f')-;- 3^(7^ + 2^ + 17), 

;r= 4?»-?M«a + T) + P(^^'>*-8ïT-*-i3Y») 
-9(aa' + f>)+33(8=<-8? + -/). 
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280. Une solution particulière de Téquation indéterminée 

étant représentée par Tégalité 

a* — 2P*= yS 
démontrer que Ton a également une solution en posant 

a7 = 3(339a3-i-392p3)_,_8aP(2i6a-h2i6P)4-7Y(ii3a-i-96P), 

jr = 4(i47a5— 226p3)_27ap(5a-h64P)-i-7Y(io8aH-ii3p), 

et compléter cette solution, par la détermination de la valeur 
de Zy en fonction de a, p, y. 

Applications, — Pour a.=zi, p=o, y = ^> l^s formules ci- 
dessus donnent, après suppression d'un facteur commun, 

a7 = ii3, 7 = 84; 
puis, pour a =z 3, P = 2, Y =^ 7> ^^ vient de la même manière 
37 = 57123, j = 62i4, 5 = 5262580153. 

(S. Realis, N. C, 596.) 

281. Une solution particulière de l'équation indéterminée 

37* — 3j^* = i3z* 

étant représentée par l'égalité 

a* — 3P* = i3y2, 

démontrer que l'on a également une solution en posant 

X = 76a3 _|_ Qôaîp -4- i35a^^ -+- i5Gp -+- iSyCiq» -+-12 P), 
7 = 52a3-|-28a2p— gôa^î— 57^3-4- i3Y(i6a 4- 19 p), 

et compléter cette solution par la détermination de la valeur 
de z en fonction de a, p, y» 
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C'est diaprés cela, par exemple, que les solutions 

2* — 3.i* = i3.i«, 
4* — 3.3* = i3.i2, 

4* — 3.3* = i3(— i)* 

amènent, respectivement, les nouvelles solutions 

io34* — 3.471* = 13.276719*, 

16* — 3.1* =.13.71% 
712* — 3.79* =i3. 140569'. 

(S. Realis, N. C, 597.) 
1282. Aucune des équations 

07* — /?3^^3çr2_o, 

x^ — ip^x -H "^q^ =.0, 

dans lesquelles /? est un nombre pair, et q un entier différent de 
zéro, ne peut avoir une racine entière. (S. Realis, M., 173.) 

{Fauquemhergue, 87, 96.) 

283. L'équation 

x^ — \p^x -h 35^2 = o, 

dans laquelle/? et q sont des entiers premiers entre eux, q étant 

plus grand que l'unité, n'a pas de racine entière. 

(S. Realis, M., 174.) 
{Fauquembergue^ 87, 96.) 

284-. a, p, Y étant des entiers quelconques, aucune des équa- 
tions 

a?* — îiaa?3-i-(a2-+- 2^ — 5)072 — 2(ap -f- 2y)^ ^" ?^ — ^Y^ = '^> 
07* — 2 a 073 -H (a* -h 2^ — 2)07' — 2(a3 -\-^^)x -\-^' — 3y* = o, 
07* — 2ao73-f-(a2-h2p — 8)072— 2(ap -1-5 Y)o7-f- ^2— 5^2 = 0, 
07* — 2ao73 4-(a2-i-2p — i3)072— 2(ap -!-6Y)a™-l- p2_ 6^2 = 0, 
07* — 2ao73-i-(a2H-2p — io).r2 _2(a3 4-7Y)o7-i-p2_7Y2 = o 

ne peut admettre de racine entière. 
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On excepte le cas insignifiant où, p et y étant nuls à la fois, 
chaque équation admet la racine double j? = o. 

(S. Realis, J. s., 66.) 

285. a, p, Y, 3 étant des entiers quelconques et p et y n^étant 
pas nuls à la fois, Téquation 

j-* — 2aa73H-(a2-f-2p-i- 3o-hi)a72_2(a3 -h 3Y)a7-l- p2— 3y* =o 

n'a pas de racine entière. (S. Realis, J. S., 67.) 

286. Démontrer que, a étant un entier quelconque, et p un 
entier premier avec 3, aucune des deux équations 

07* -h dx"^ -\- ol'^x^-\- a^^x — 2 p* = G, 
x'* + OLX^ 4- (a« — p2 )a:2 — a^îa? — 2 p* = o 

ne peut avoir une racine entière. (S. Realis, J. S., 159.) 
[S. Realis, 88, 90 (*).] 

287. Démontrer que, a étant un nombre entier quelconque 
et p un entier premier avec 5, aucune des équations 

a?*H-3aa73-h(a3-+- f^i) x^ -\- a.^^ x — ?^ = o, 

iF*-H3aa78-+-(a2-h2p2)a:2-i- j.^^x— P* = 0, 

^* 4- 3aa73 H- (a2 -f- 3 ^2)^2 _ ^^2^ _ p* = o, 

x'^ -h 3a:r3 -I- (a2 -h 4 ^^)x^ — ap^o; — p* = o, 

x^ -h 3aa73-i- r^^x^ it 3ap2:r — 4 P^ = o, 

:r^ -H 3aiF3 -+-(a2 -f- p2)a72— 3ap2a7 — 4 p* = o, 

a7*4-3aa:3-i-(a2+ ^^)x^-^ 3ap2a7 — 4P* = o 

ne peut avoir une solution entière. (S. Realis, J. S., 160.) 
{S, Realis, 88, 90.) 

288. Démontrer que, a étant un entier quelconque, et p un 
entier premier avec 7, aucune des équations suivantes ne peut 

(') Voir aussi 85, 115, une lettre fort intéressante de Realis. 
III. — Alg. Th, des nomb. i5 
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acine entière 



37* + Saara + (d« ± pi),tï -t- 3a?i3^ — 3 p' : 

ar^ + Saa:' + (a> + 4 ^')x* — 3a^'x — 3^* ; 

a;' -(- 5(13^' + (a' + 5 p')3^> ± 3a3>a^ — SP' : 

3^» + Saa^J + a'x^ ■+■ ap»3- — 5p* : 

a:'+ 5a 3^5 H- ( a* + p')^;' + a^^x - 5]3' = o. 

a;' + 5a3;'-f-(a>±2pï)3-> — ap'a:— 5p': 

3?'-+. 5a3^s -+-(a' ■+- 3 p>)i' ± ap'ï- — sp* ^ 

ir»+ 5air=H-a'a'' — 5ap>ï — 6p*: 

a:»-t-5ai'4-(a»-l-aP')a;' — 5a3»x — ept: 

!■» + 5ai» + («' it 4 P')3;i -H 5a3" j- - ep' : 

iv+ 5aJ7>-(-(a* + 6p»)a!»ip5apïa- — 6P' = o. 

(S. Rbalis, J. s., 161.) 
(S. fleaiw, 88, 90.) 

289. Démonlrer que, a étant un entier quelconque, et p un 
entier premier avec i3, aucune des équations suivantes ne peut 



ANALYSE INDÉTERMINÉE. 227 

291. Une pile de boulets à base carrée ou à base triangulaire 

ne contient jamais un nombre de boulets égal au cube ou à la 

cinquième puissance d'un nombre entier. 

(Ed. Lucas, N. A., 1195.) 
{Moret'Blanc, 81, 33o.) 

292. Résoudre, en nombres entiers, Téquation 

2:2 -t- ip3 _j_ /p* -h :r* = y^. 

(Brocard, N. A., 1177; N. C, 58.) 
[Geronoj N. 4., 77, 23o; Ed. Lucas, N. G., 76, 87 (*).] 

293. La somme des carrés des n premiers nombres entiers 
n'est ni un cube, ni une cinquième puissance. 

(Ed. Lucas, N. C, 77.) 

{Brocard, Ed. Lucas, 77, 166, 248.) 

294. La somme des carrés des n premiers nombres impairs 
n'e€t ni un carré, ni un cube, ni une cinquième puissance. 

(Ed. Lucas, N. G., 78.) 

{Brocard, Ed. Lucas, 77, 166, 248.) 

295. La somme des cubes des n premiers nombres impairs 
n'est ni un cube, ni un bicarré, ni une cinquième puissance. 

(Ed. Lucas, N. C, 79.) 

{Brocard, Ed. Lucas, 77, 167, 248.) 

*296. Pour quelles valeurs de n la somme des carrés des n 
premiers triangulaires, divisée par la somme des n premiers 
triangulaires, est-elle un carré parfait? 

(Ed. Lucas, N. G., 315.) 



(») Dans les solutions, Ed. Lucas fait remarquer que l'équation revient 

à celle-ci 

1 + ^ -f- a?' -H a;' = y'. 



■ 
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297. Démontrer que Je produit de cinq nombres entiers con- 
sécutifs ne peut pas être le carré d'un nombre entier. 

(J. M., 132.) 

{H. Bourget, 81,66.) 



Degrés supérieurs au cinquième. 

298. Démontrer que le produit de six nombres entiers consé- 
cutifs ne peut pas être un carré d'un nombre commensurable. 

(N. A., 416.) 

(Gerono, 60, 38.) 

299. L'expression 

65-k(3^*h-7*), 

dans laquelle x et y sont des entiers différents de zéro, ne peut 

jamais représenter un cube, ni Je quadruple d'un cube. 

(S. Realis, N. a., 1251.) 
(S. Realis, 78, 468.) 

300. Démontrer qu'il est impossible de résoudre, en nombres 
entiers, aucune de ces trois équations indéterminées : 

(l) x\->r X%-\- X^-^ xl-\- x\-\- X^ = ^X -^%, 

(2) x-i-^y^ = ^z-\-'^, 

(3) x'^ -\- y^ = -jz -\- ^. 

(Laisant, n. a., 1292.) 

( 78, 524 •) 

301. Pour quelles valeurs de n la somme des cinquièmes 
puissances des n premiers nombres entiers est-elle un carré 
parfait? (Ed. Lucas, N. G., 87.) 

{Brocard, 77, 119.) 

*302. Pour quelles valeurs de n la somme des cinquièmes 
puissances des n premiers nombres impairs est-elle un carré 
parfait? (Ed. Lucas, N. G., 88.) 
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303. Pour quelles valeurs de n la somme des septièmes puis- 
sances de n premiers nombres entiers est-elle un carré parfait? 

(Ed. Lucas, N. C, 89.) 
{Brocard, 78, 167.) 

304. Résoudre, en nombres entiers, 

i® x^ -h 17 =y^, 

2** 37^ -H 17 =/2. 

(E. Lemière, n. C, 228.) 

305. L'équation 

22* -h 072 H- 1 = j3^ 

est impossible en nombres entiers (*). 

(Proth, n. c, 328, 386.) 

306. Le quotient 

15—33 + 55 — 75... — (437 — 1)5 
I — 3-4-5 — 7... — (4a? — 1) 

est toujours un carré parfait, mais n'est jamais un bicarré. 

(Ed. Lucas, N. C, 468.) 

{Radicke, 79, 2i3; Cesàro, 80, 467.) 



Autres équations indéterminées. 

307. Deux nombres entiers consécutifs, autres que 8 et 9, ne 
peuvent être des puissances exactes (*). (Catalan, N. A., 48.) 



(*) Dans sa lettre, M. Proth ajoute : « Ce théorème généralise, je croiç, 
un théorème démontré par M. Gerono (Nouvelles -<4/ina^e5, juillet 1877). » 

Note de Catalan, 

(') La même proposition a été énoncée par Catalan dans le t. XXVII, 
iS^i, du Journal de Crelle (p. 192). (A ce propos, nous croyons que cette 
communication a été la seule de Catalan à ce Journal.) C'est, disait-il, 
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308. 8 et 9 sont-iJs les seuls entiers consécutifs qui soient des 
puissances de nombres entiers? (*). (Lionnet, N. A., 884.) 

309. Sm désignant la somme des puissances /n^*"" des sommes 
de la suite des nombres naturels de o à /i, on aura, si m est 
impair et plus grand que i, 

S„t = /i2(n4-i)2cp[;i(/i-f- l)] = M*Cp(M), 

en posant n(/i -h i) = m, et cp désignant une fonction entière. 

(Jacobi, N. a., 196.) 
{Prouhet, 51, 198.) 

310. Le produit de plusieurs nombres consécutifs ne peut 
être une puissance parfaite lorsqu'un de ces nombres est pre- 
mier absolu. (Mathieu, N. A., khi.) 

(Moreau, 72, 172.) 

311. Trouver n nombres entiers et positifs, dont la somme 
égale le produit. (N. A., 611.) 

{Housely 62, 67.) 

312. Tout cube parfait, augmenté de 3, 4 ou 5 unités d'un 

ordre quelconque, n'est pas un cube parfait. 

(J. JOFFROY, N. A., 902.) 
[Luisant, 69, 3i5 (2).] 



« un Théorème que je crois vrai, bien que je n'aie pas encore réussi à le 
démontrer complètement; d'autres seront peut-être plus heureux : 

» Deux nombres consécutifs, autres que 8 et 9, ne peuvent être des puis- 
sances exactes; autrement dit, l'équation a?*"— ^'»=i, dans laquelle les 
inconnues sont entières et positives, n'admet qu'une seule solution. » 

(*) On remarquera l'identité de cet énoncé avec le précédent, sauf la 
rédaction. Nous croyons que la question n'a jamais été résolue. Lionnet 
avait une tendance à croire que la question, telle qu'il la pose, doit être 
résolue par la négative. 

(*) Généralisation. 
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313. Un cube parfait, augmenté de 7 unités d'un ordre quel- 
conque, ne peut pas être un carré parfait. 

(J. JOFFROY, N. A., 942.) 

[Morel, Moret'BlanCy 71, gS, 288 (*).] 

314. Quelque valeur entière et positive que Ton donne à a et 
à m, l'expression 

(aî -h a)[{a -+- i)'«-i — a ^»-*] 
m — I 

n'est pas la m'«™« puissance d'un nombre entier, et le nombre 

m(a2 H- a)[{a -+■ i)/n-i_ ^w-i] 
(/n — i)[(aH-i)'« — a"*] 

n'est pas entier. (Realis, N. A., 1001.) 
(Callandreau, 73, 45o.) 

315. Tout cube parfait différent de zéro, augmenté de 1, 2 
ou 8 unités d'un ordre quelconque, n'est pas un cube parfait. 

(Moret-Blanc, n. a., 1008.) 

316. Résoudre en nombres entiers et positifs l'équation 

xy=y:^^j. (N. A., 1175.) 
(Moret-Blanc, 76, 44.) 

317. Résoudre en nombres entiers positifs l'équation 

(x-hiy^xy+^-hi. (N. A., 1196.) 

(Meyl, 76, 545.) 

318. L'équation 

(., + ^y-^^ + (^ _ /3)^--i = 4, [(i + s/^yy^'-{j - s/^yy-^'] 

(*) La solution de M. Morel donne prise à la critique^ et la question 
n'est pas épuisée. 
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n'admet pas d'autre solution, en nombres entiers, que celle qui 
correspond aux valeurs xz^y z=io, 

(De Jonquières, N. A., 1281.) 
{Fauquembergue, 83, 372.) 

319. Pour quelles valeurs de x l'expression 

I .2.3.4. . . 37 -h 1 

est-elle un carré parfait? 

[Brocard, N. A., 1532; N. C, 166; M., 597 (*).] 

320. La somme des mêmes puissances paires de trois nombres 
consécutifs n'est aucune puissance de même degré (-). 

(Gelin, n. C, 24.7.) 
{Ed. Lucas, 77, 248, 388.) 

321. La somme des mêmes puissances paires de neuf nombres 

consécutifs n'est puissance d'aucun nombre. 

(Gelin, N. C, 24-8.) 
{Ed. Lucasy 77, 248, 388.) 

322. L'équation 

est impossible en nombres entiers. (Proth, N. G., 299.) 
[Ed. Lucas j 78, 122, 224 (^).] 



(») D'après l'énoncé inséré dans Mathesis, les seules solutions seraient 

a? = 4, 5, 7. 
(») Autrement dit, l'équation 

{x — i)-» -\- a?"* + (^ H- i)»" = y^"' 

est impossible en nombres entiers. {Note de Catalan.) 

(') L'énoncé est inexact. D'après une rectification, il faudrait lire ainsi 
l'équation 

En somme, la question n'a pas été résolue. 
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323. Déterminer n de manière que 1 + 3 -h 3^ -h . . . + 3'* soit 
un carré. (De Rocquigny, M., 864".) 

{Fauquembergue, 94, 169.) 

324'. Toute puissance n^ d'un nombre entier est toujours égale 

à la somme de n termes consécutifs, pris dans la suite naturelle 

des nombres impairs i, 3, 5, 7, 9, 11, .... Application au cas 

où J7 = 3 et où /i reçoit successivement les valeurs i, 2, 3, ... (^). 

(De Montferrier, J. M., 40.) 
( Vautré, 77, 253.) 

325. p étant un nombre premier impair et P un polynôme 
entier, à coefficients entiers, l'équation 

{x -\-y)P — xP — yP =^ pxy{x -^y)'P'^ 

n'est vérifiée que par 

/> = 7, V = x^-^ xy -{-y^. 

(Catalan, J. S.^ 80.) 



PROPRIÉTÉS DE NOMBRES PARTICULIERS. 



Nombres triangulaires. 

326. Zéro, un, six sont-ils les seuls nombres triangulaires 
dont les carrés soient triangulaires? (Lionnet, N. A., 1406.) 

327. i<» a étant un nombre entier positif, il y a, entre les 
carrés des entiers consécutifs a et a H- i, au moins un triangu- 
laire et deux au plus. 

2° Le nombre des carrés compris entre deux triangulaires 
consécutifs est nul ou égal à l'unité. 

(') Ce théorème a été donné par M. E. Lemoine (N. A., 70, 368), 
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3° a étant un entier positif, si le nombre des triangulaires 
compris entre («-f-i)' et (a -h 2)' est égal à deux, le nombre 
des triangulaires compris entre a} et (a-hi)*, ainsi que celui 
des triangulaires compris entre (a-hi)* et (a 4- 2)*, égalera 
l'unité. Voici un premier exemple de la vérification de ces 
énoncés : 

i*, 3, 22, 6, 32, 10, i5, 4*, 21, 5«, 28, 6». 

(LioNNET, N. A., 1470.) 

{CesàrOy 86, 209.) 

328. Trouver la loi de formation des nombres à la fois trian- 
gulaires et carrés. (Ph. Breton, N. C, 233.) 

(5. Realis, 11, 194; 78, 167; 79, 285.) 

329. Etant donnée la suite des nombres triangulaires 

(i) I, 3, 6, 10, i5, 21, 28, ..., 

on forme la somme des carrés des (/i -h i) nombres entiers con- 
sécutifs, commençant par le in}^^^ terme de la suite (i) et celle 
des carrés des n nombres suivants; démontrer que ces deux 
sommes sont égales entre elles et divisibles par la somme des n 
premiers carrés. 
Par exemple 

32 -H 4^ = 52, 
io2h- ii2_t_ ,22= 132 4-142 = (124- a2). 73, 

2l2 H- 222 4- 232 -H 242 = 252 + 262 -+- 272 = (l2 + 22 + 32). 145. 

(Neuberg, n. C, 526.) 
(Cesàro, 80, 232.) 

330. Si le quart de n^ — i est un nombre entier, décomposable 

en une somme de deux triangulaires, de rangs p et q, Fun au 

moins des nombres 2p -\-i et 2 ^ 4- i est composé, sauf si n = 5. 

(CesIro, m., 503.) 
(Fauquembergue, 88, 75.) 

331. Soient m, {>, w, . . , les hcieur s premiers de /i, supérieurs 
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à 2. Le nombre des nombres triangulaires, premiers avec «, 
inférieurs à 2/1(^-1-1), est 



"(-=)(-^)( 



1 



ou bien le double de ce nombre, suivant que n est pair ou 
impair. (Gesàro, M., 532.) 

{Emmerich, 91, 95.) 

332. Soit T^ le /i»^°*® nombre triangulaire, c'est-à-dire 

n(n-\-i) 
T,= ^ 

Démontrer que le produit 

est la somme de trois nombres triangulaires. 

(De Rocquigny, M., 868.) 
{Mandart, 94, laS.) 

333. Déterminer n de telle sorte que la somme des n premiers 
triangulaires soit aussi un nombre triangulaire. 

(De Rocquigny, M., 869.) 

(C SpinOj 94, 171.) 

334. Soit T;j=: - /i(/i -hi) le n'^°^« nombre triangulaire; on 

■A 

peut admettre des valeurs entières négatives de «, car T„ = T„_i. 
Démontrer que si a-h6 + c=:o, a-hP-hY=o, le produit 

(Ta -h Tô-h Tc)(Ta+ Tp -+- Ty) 

est une somme de trois nombres triangulaires. 

(De Rocquigny, M., 915.) 
{François, 94, 211.) 

335. Mettre Fexpression 

/l* -h (2 71 — l)2 + (2 /H- l)* 
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SOUS la forme d'une somme de deux nombres triangulaires. • 

(De Rocquigny, M., 916.) 
{Brocard, 95, 23.) 

336. I** Le nombre 4^** est la somme de quatre triangulaires ; 
2° les nombres 

6/iS 6/1^4-1, 6/i*-*-2/iî-hi, 6/1* — 4/1*-+- I, 6/1* H- 6/1* -M 

sont, chacun, la somme de trois triangulaires. 

(De Rocquigny, M., 933.) 

337. La somme de 2 m -\- 1 nombres triangulaires consécutifs 
est égale à 2/n + 1 fois le terme du milieu, plus la somme des 
carrés des m premiers nombres entiers. 

(De Rocquigny, M., 936.) 

338. I** Assigner une suite régulière de n nombres triangu- 
laires, dont la somme soit exprimée par la formule 

S„= ^^"^^^ [(2/l-+-l)/nî-i-(4/l — l)/WH-2(/l — 1)] 

0.4 
pour toute valeur entière de m. 

Note. — On a, en particulier, pour //i=o, le résultat bien 
connu 

ç^ (n — i)/i(/n-i)_ 1.2 2.3 3.4 , (n — i)/i 

O/i — ^ — 0-1- 



2.3 2 2 2 

On a de même, pour /n = — 2, le résultat 

n{n-hi){n-^i) 1.2 2.3 3.4 4-5 /i(/H-i) 

On = :z = h ' . . ■ 



7i — 1 r- -1 r . . . -I > 

2.0 2 2 2 2 2 



qui rentre dans le précédent. 
Pour m =11 on a 

-, n(n -+- i)(^n — i) 



2.3 




1.2 3.4 5.6 7.8 

— 1 '\ ^ h. 

2222 


(in — i).2/i 

1 i 


• • 1 ? 
2 


résultat facile à vérifier. 
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2° Même question pour une suite de /i nombres triangulaires, 
dont la somme soit 

S«= ^ [{in^--hgn-\-i3)m^-h(4n^-hgn^i)m-^2{n^—i)]. 

Note. — On a, en particulier, pour m m i, 

n{n-\- i)(4/î -H 5) 



S« = 



2.3 

2.3 4-5 6.7 8.9 2/1(2/1-1-1) 

~T~ "T~ 



2 2 2 



Ajoutant, à cette valeur de S;^, celle qui correspond à /n =1 1 
dans la question 1°, on trouve 

1.2 2.3 3.4 4-5 2/i(2/i-hi) 'xn{in-\-\\in-\-'i) 

1 1 V- h. ..H ^ = ^^ -^^ -y 

2 2 2 2 2 2.3 

ce qui s'accorde avec le résultat relatif à /n =: 2, dans la même 
question i®. 

3<* Même question, la somme de n nombres triangulaires étant 
exprimée par la formule 

Sn= ^ [(4/l2 — l)(/7l2 4-/?z)-i-/22— 1]. 

JVote, — On a, pour /?z = i , 

^j 4(3/1^ — 1) 1.2 4.5 7.8 10. II 



2 2 2 2 2 

(3/H-2)(3/i — 

—^ — - — ■ ■ I ■ • 

2 

4^ Même question, la somme proposée étant 



IVote, — On a, pour /?i z= i, 

3n^(n-h}) 2.3 5.6 8.0 11.12 3(/i— i).3/i 

2 2 2 2 2 2 
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5° Même question pour la somme 

Sn= — 7 [(4/i'-t-i-2;i -f-i i)w2-f-(4/i'4- 6n — i)/?n- /i — i], 



Note. — On a, pour m =: i, 
ç^ __ 3n(/i-4-i)2 _ 3.4 6.7 9.10 12. i3 3/i(3/i-f-i) 

2 2 2 2 2 2 

Ajoutant ensemble les valeurs que prend S/j, pour m =: i, dans 
les questions 3<*, 4°> 5°, on obtient 

1.2 2.3 3.4 4-5 3/i(3w-f-i) 



2222 2 

_ 71(9/12-1-9/1 + 2) _ 3/i(3/i-f-i)(37H- 2) 

2 2.3 

ainsi que cela doit être. (S. Realis, J. S., 192.) 
(88, 94.) 



Triangles ou tétraèdres en nombres entiers. 

339. La surface d'un triangle dont les côtés sont donnés en 
nombres entiers ne saurait être rationnelle, si, les côtés étant 
débarrassés du facteur commun 2, la somme des quotients est 
impaire. (Berton, N. A., 419.) 

(De Virieuy 64, 168.) 

340. Parmi les triangles rectangles, on sait qu'il en est une 
infinité dont les côtés sont mesurés par des nombres entiers. 
De même, parmi tous les triangles ayant un même angle dont 
le cosinus est commensurable, il en est une infinité dont les 
côtés sont en nombres entiers. 

Parmi les tétraèdres dont un des angles solides est trirec- 
tangle, il n'en est aucun dont toutes les arêtes soient mesurées 
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par des nombres entiers; mais il en est une infinité dont les 

quatre faces ont leurs aires mesurées par de tels nombres. 

(Transon, N. a., 1119.) 
{Moreau, 74, 296.) 

341. Un tétraèdre, dont les six arêtes sont mesurées par des 

nombres entiers, ne peut pas avoir parmi ses angles solides un 

trièdre trirectangle; mais, sur les arêtes d'un tel trièdre, on 

peut, et d'une infinité de manières, prendre trois longueurs, 

OA, OB, OC, en nombres entiers, tels que l'aire du triangle ABC 

soit elle-même mesurée par un nombre entier ainsi que les trois 

autres faces du tétraèdre résultant OABG. 

(Transon, N. A., 1125.) 
(Chabanel, 74, 200, 34o.) 

34-2. On suppose que les côtés a, by c d'un triangle sont mul- 
tiples du rayon r du cercle inscrit, et l'on donne la somme 
.ç = a^ H- ^3 _|_ qZ (jg leurs cubes : trouver les valeurs de ces côtés. 

Exemple : 

S = 18824. (N. A., 1493.) 

(84, 444.) 

*343. Trouver tous les triangles dont les côtés ont pour lon- 
gueurs des nombres entiers et dont l'aire est égale au produit 
des deux, trois, quatre, . . . premiers nombres premiers. 



Exemples : 



Côtés. Aire. 

3, 4, 5; 2X3; 

5, 12, i3; 2x3x5; 

20, 21, 29; 2x3x5x7; 

68, 75, 77; 2x3x5x7Xir; 



(Ed. Lucas, N. G., 258.) 

344. Le seul triangle dans lequel le rapport de deux angles 
est un nombre entier, et dont, en même temps, les côtés sont 
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exprimés par trois entiers consécutifs, est celui dont les côtés sont 
exprimés par les nombres !\, 5, 6. (Weill, M., 394.) 

(Cesàro, 89, 142.) 

34-5. Le produit des trois côtés d'un triangle rectangle, évalués 

en nombres entiers, est toujours divisible par 60. 

(DUFRÉNOY, J. M., 172.) 
{Deslais j 80, 161.) 



Nombres de Bernoulli et d'Euler. 

*346. Sn désignant la somme des a: premiers nombres, élevés 

à la puissance 72; démontrer que, pour x = j le quotient 

de Sin par S;^ est égal à 

Bfi désignant le n^^^^ nombre bernoullien. 

(Ed. Lucas, N. G., 137.) 

34-7. Déterminer directement, au moyen de la table des 
nombres premiers, le dénominateur du /i'*™» nombre de Ber- 
noulli. 

Démontrer, en particulier, les propositions suivantes : 

1° Si p et q sont premiers entre eux, le dénominateur de B^^ 
est divisible par le produit des dénominateurs de Bp et de B^. 

2° Si 2^4-1 est un nombre premier, ce nombre divise le 
dénominateur de B^. (Ed. Lucas, N. G., 138.) 

{Brocard, 79, 282; Badicke, 80, 69.) 

3kS. Quelle est la forme linéaire des diviseurs premiers des 
numérateurs de B^? (Ed. Lucas, N. G., 139.) 

{Brocard, 79, 284.) 
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*349. Si p est un nombre premier, on a les congruences 

Ep^-i-f-Eo^o (mod. /?), 
Ep_i -j- Ep_2 -h . . . -4- Eo = G (moâ.p) (i). 

(Ed. Lucas, N. C, 470.) 

350. Si, dans la formule 

(B + i)(B -+- 2) . . . (B -H n) =1 --^-^^'', 

on remplace les exposants de B par des indices, et B;^ par 
le n**™° nombre de Bernoullî, on obtient une identité. 

(Ed. Lucas, N. C, Wl.) 
{Radicke, 79, 196, 333.) 

351. Si 

S;,,,, = I /' -h a/^ 4- S'' -h . . . -H W, 
on a 

S/t,p-4-i = (/l -M) ^n,p — (Si,p-i- Sî,p-4-. . .-+- S„,p) (2). 

(J. M. Croker, n. c, 4.77.) 
(Cesàro, 80, 82.) 

*352. L Si ^, r, s sont des entiers plus grands que 2, et/? un 
entier quelconque, démontrer que les nombres de Bernoulli 
déterminés par la relation symbolique 

(B-f-i)'7 — By = o, 



(*) Voir un Mémoire de M. Catalan : 5m/' les nombres de Bernoulli et 
d'Euler. — Académie Royale de Belgique, t. XXXVII des Mémoires. 

{Note de la Rédaction.) 
(^) M. G. de Longchamps, qui a trouvé, de son côté, cette relation 
(presque évidente, du reste), en fait la base d'une nouvelle théorie des 
nombres de Bernoulli {Annales de V École Normale, février 1879). 

{Note de Catalan.) 

m. — Alg. Th. des nomb. 16 
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vérifient la relation 

B/'(B-f-i)7(B-f-2)''(B-i-3)*= Bs (B -- i)P(B — 1)9 (B — 3 )P. 

H. Démontrer, sans se servir des séries, la relation symbolique 

(2B -+- i)P'¥-iPBp—iBp = o. 

(Ed. Lucas, M., 252.) 
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Séries arithmétiques. 

353. Soient une progression arithmétique de différence ô^ et 
une série arithmétique d'ordre mj, déduite de cette progression . 
soient une seconde progression d'arithmétique de différence §,, 
et une série arithmétique déduite et d'ordre m^, et ainsi de suite 
jusqu'à la série d'ordre /n„. 

Si l'on multiplie ensemble les premiers termes de ces séries, de 
même les seconds termes, etc., on obtient une série arithmétique 
d'ordre miH- m2 + . . .-H m^j, déduite d'une progression arith- 
métique à différence 

(miH- mg-f-. . .-h mn)\ ^ «s 

/«i ! m2 ! . . . rrin ! i 2 • • • «• 

(BoKLEN, N. A., 615.) 
(De Virieu^ 70, 23 1.) 

354. Ufi désignant le /^'èIne terme de la série de Lamé, on a 

pourvu que l'on remplace les exposants par des indices. 

(Gesàro, N. A., U37.) 
{Motet-Blanc, 84, 533.) 



I 
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355. Trouver 

}T«=:— i'*-f-3« — 5«H-7« — ...-+-(407 — 1)«, 

et faire voir que les coefficients de T,j sont entiers. 

(Ed. Lucas, N. C, 212.) 
{Brocardy 77, 279.) 

. *356. La somme 

n'est ni un carré, ni le double d'un carré, ni le triple d'un 
carré. (Ed. Lucas, N. C, 213.) 

357. Dans la série de Lamé 

i^ Si l'on prend quatre termes consécutifs, la différence entre 
le produit des termes moyens et celui des termes extrêmes 
égale ±: i; 

2** Si l'on prend cinq termes consécutifs, la différence entre la 
quatrième puissance du terme du milieu et le produit des quatre 
autres termes égale i. (Gelin, N. C, 570.) 

(Cesàro, 80, 423.) 
*358. Un désignant le /i»«'"e terme de la série de Lamé 

on a 

pourvu que l'on remplace les exposants par des indices. 

(Cesàro, N. G., 605.) 

359. Si l'on considère les séries 

J^n l Oj I, 2, J, 4» >>) v), 7, .... 

Ufi : O, I, I, 2, "5, 5, 8, l3, . . ., 

p,, : 2, I, 3, 4, 7. »»> i«» î^9> •••*' 
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démontrer 


que l'i 




et décompc 


,!er en 


carré. ;,,„ et .-,„,. 


iMoUnbrcek, 


89, »34.) 



(Ed. LccAS, M., 5820 



360. Trouver le terme général de la série 6, 210, 714* 
243556, . . ., qui renferme, dans leur ordre de grandeur croi< 
santé, tous les nombres qui sont, à la fois, triangulaires t 
doubles d'un triangulaire. (S. Realis, J. S., 87.) 

{Brocard.m, 117, ïSg.) 

Identités et inégalités. 

361. Soit/(a:) une fonction algébrique de a; et soient 1 , ,t, 
lif, ds, . . ., m, tous les diviseurs de m. Remplaçant x par ion: 
ces diviseurs, posons 

f{l)+f{d,) + f{d,)^...^f{m)=¥{m). 

premiers, facteurs de m; on a l'identité 

/(™,»F(„.)-îFg)H-.F(,;^)-ZF(-''^)^.,., 



-©-œ-O-O' 



-F ,"•- +F 



+ f(^)-hf(.'"-)-, 



xf(-'»_-).f(-"-) + f(-"'-)-.... 

\ "l ai«a / \ "1 «ï ïj / \ 'L "1 ^k ! 

La foi est en évidence. ( J, Liolïille, N. A., 382.) 

i^Blersy Merry,1it. 431,) 
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362. Si les nombres entiers a, 6, c sont racines de Téqua- 
tion x^ — pœ -\- q =zOj on aura en nombres entiers 

, > , > >— étant racines de l'équation 
\P 4/> 4^ 

X^ — 3/>2j' -|_ a/?3 — 27 ^2 = o, 

et /•, /•', /•'' étant de même racines d'une équation du troisième 
de^ré, dont les coefficients sont des fonctions entières et ration- 
nelles des coefficients de la proposée. 



liemarque. — Les trois relations ci-dessus étant divisibles 

f.ii pfti ^ir% 

respectivement par a-, 6^, c^, les carrés - ^ > ~y -y sont encore 

racines d'une équation cubique qu'on peut construire. 

(S. Realis, N. a., 74.8.) 
(5. Realis, 78, 190.) 

363. Le nombre a n'étant pas divisible par/?, nombre premier 
impair, on sait que a * =:/?A ±: i : le reste dt i est représenté 
par ( ) > notation de Legendre. 

Cela posé, on a 

2(aa72 -f- 6y^-i =.r/?B — Tu- ^~ ^-^ 1 , 

22(a:F2 -f- by^ -h cy-^ =/>G -+- (~ ^~\ • 

a^ /y, c sont des entiers non divisibles par/? ; A, B, C sont entiers ; 
les sommes sont prises en donnant à a? et à j)^ les valeurs o, i, 
:;►, ...,/? — I. (Le Besgue, N. A., 758.) 

( Pépin, 71, aaS.) 

364. Quelque valeur entière et positive que l'on donne à a, 
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l'expression 

dans laquelle m est un entier positif, ne peut devenir la 
(3/n + 3)'™» puissance d'un nombre entier. 

On excepte, bien entendu, les valeurs a :=o, el a ^= — i , qui 
annulent l'expression considérée. (S. Beilis, N. A., 1066.) 
(.l/oreaa, 74, i55.) 

365. Soil i/p le quotient de la division de « par p, on a 

'i''-*-?î-+-îl-t-----i-9Î= 7i-^39,-4-573+... + (an — i)çn. 

(Cksàho, N. a., 1401.) 
{Chabanel, 83, 474-> 

*366. f{n) étant la somme des restes du nombre entier n, 
divisé par tous les nombres entiers qui le précédent, on a 

(Cesîro, n. a., 1442.) 
367. Démontrer les identités suivantes : 



|a)'=-i;(")r7')='^i:ri')a:;)^ 
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4» 

k = a k = ia 



2(*)'=<-)-2<-)'(Y)^ 



k — k = 

k = a k = b 



6\2 

k~h 
A — ' Arr=0 

k = b 

a\ [h ^ k-.— b 

k 



^\k) ^\k) . X , A ' 



OÙ h est un nombre entier positif < a, [Szily, N. A., 1656 (*).] 

368. Si n = 011.3 -h i, on a identiquement 

Gî„,, - 3 Gî„,3 -i- 3* C2«,3 — ±. 3«-» G2;,,t = 22«-i . 

Par exemple, pour /i = 7, 

li i4.i3.i2 14. i3. 12. II .10 14. i3. 12. II. 10.9.8 

1 1.2.3 ' 1.2. 3. 4^0 1.2.3.4.5.6.7 

„ 14. i3. 12. II . 10 ,_i4.i3.i2 14 

-^^ï ^-7-^ ^43 5- -i-729— = 2»3. 

1 .2.3.4.5 1.2.3 1 

(Catalan, N. C, 41.) 
{Catalan, 79, 281.) 

369. Si Ton pose 

1.2. . .yy 
on a 

2«-lS^= /liS2«-i-h /l3S2/i-3H-'l5S2„_6-i-...; 
I 11 1 1 , . n -h I /< 

le nambre des termes du second membre étant j ou - , 

2 2 

selon que n est impair ou pair. (Stern.) 



(') Dans les N, A.j la question a élc numérotée par erreur 1648. 
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Exemples : 

Sî=S3, 

2S}=:S7-4-S8. (Jacobi, N. C, 4.88.) 
{Radickcy 79, 378.) 

370. Si l'on pose 



^ ^ n(n — \) . , An — p-\-\) 

bp = iP-{-2P-h 5P-i-.,.xPj np=—- — ^ ^ ' 



- 9 



i .a. . .p 
de sorte que 71^1=0, si n est inférieur à ^, on a 

( mi -h /11) Sfn-i-n-l -H ( /Hs -H /I3 ) S„,+rt_3 -+-... 

( mz — fii ) S,„+;i_2 -h ( /?it — 714) S,«-i_„_3 4- . . . 
.^«(^r -h i)'« -4- x"'(x H- i)« 

7~"* — • 

2. 

En particulier, pour m = /i 4- i , on a 

2n-+-lçj 2/1 — I ç. _ X^(x -h l)^(2X -^j) 
09n 4- -; /ij 09/1—2 ~^~ • • • — ' 

I 3 2 

2 

formules dont la seconde a déjà été donnée par M. Stern. ( Voîf' 
N. C, 79, 378.) (Radicke, N. C, 558.) 

371. Ajant posé 

S„,a= î*-H 2«-h 3^4-. . .-+- /la 

et 

^a^p = Si,oc-l- 2?S2,a4- 3^83, a-r-. . .-H /iPS«,a, 

démontrer la relation 

(Cesàro, n. c, 578.) 

(Catalan, 80, 474-) 
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372. Démontrer que, pour tout nombre entier /i >- 2, on a 

C2« — lV2«— 2) (!2«— l)(2« — 2)(2«— 3)(2«— 4) 



'jin—n — t I ::^ 



2.3 ' '2.3.4.5 

('2«--l)(2'» — 2)...(2«-l-h2) 

"^ • * • "^ 2 ."377.~(2«-'ï^T) 

Remarque, — On déduit de là que : tout nombre premier 
2" — I, plus grand que l'unité, est diviseur du nombre q^""""* — i. 
Cette proposition peut aussi être démontrée (et généralisée) à 
Taide du théorème de Fermât. (S. Reàlis, M. 77.) 

( Van den Broeck, 84, 238.) 

373. Si ûc est compris entre o et i, on a 
[E(.)].M-[E(«+i)]V[E(.+ i)]V... 

E(/) désignant le plus grand entier contenu dans t, 

(Catalan, M., 3^3.) 
( Van den Broeck, 85, 65.) 

374. Si /i = DILS H- I , on a identiquement 

Cî«,, — 3 G2«,3 -h 32 G2«,6 - . . . ±: 3«-l G2„,i = 22«-l . 

(Catalan, M., 368.) 
{Cesàro, 85, ii8.) 

375. Démontrer la formule 



q^ q^ q 



5 



\~ q I — q^ \ — q^ i — q* i — q^ 

^ _9^ 9^ ?!_ _^ _9^^ ^ 

I — q^ I — q"^ 1 — q^ ' i — q^^ 
= y -f- ^r* -4- ^9 -h g'ifi 4- ^25 _|. 

Dans le premier membre la fraction — --- est prise avec le 
^ I — y2 f 
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signe + ou avec le signe — selon que a est le produit d'un 
nombre pair ou d'un nombre impair de facteurs premiers. II y a 
exception pour le premier terme. (Baschwitz, M., 826.) 

(Cesàro, 93, 2o5.) 

376. A et B élant deux nombres positifs quelconques et m 
un nombre entier positif, démontrer que l'on a toujours 

(A + Br;2'"-'(A'« + B'"). (M., 853.) 

(Droz-Farny, 93, 210.) 

377. Soit Sp la somme des p'^"^''' puissances des n premiers 
nombres entiers. Démontrer que 

S:^|sî(S,~i)-t-Sj. (M., 908.) 

(Brocard, 94, 209.) 

Questions diverses. 

S78. Trouver tous les systèmes de quatre nombres positifs a, 
b, c, d, tels que les dix nombres 

« + 6-[, a-hc-l, a-^d—l, 
A-HC — I, b-^d-t, c^d — i, 

■i-b — c—d, -i — c—d—a, 

■i — d~a--b, a — tt-6— c 

soient les inverses de nombres entiers. 

(LEViVASSEUR, N. A., 165-2.) 

•379. Si l'on pose 
le hessien de la fonction 
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est aussi de la forme ^--4- ay'^. Que peut-on en conclure dans 
le cas particulier de /z =: 3^? (Ed. Lucas, N. C, 136.) 

380. Dans quel cas la racine carrée de 

A -H /B -H s/G -T- v/î5 
a- 1- elle la forme 

A, B, C, D, flr, />, c étant des nombres commensurables? 

(N. C, 330.) 

381. Si Srt est égal à la somme des restes du nombre entier tiy 
divisé par chacun des nombres naturels qui le précèdent, on a 

S2^— I r= S 2^-. (Proth, N. c, 388.) 
(CesàrOj 80, 77.) 

382. Si le nombre n est décomposé en parties appartenant 
aux progressions 

I* J» ^ O, m • , ^ ce y m • • J 

^4 4 9 9 * * * 1 ^ ^ y * * * 1 

^5 ^f 9> • • • ) J c, • • • ) 



la somme des fractions 



i.a.3...ax2.4«t)...26 X 3.6.9...3cx... 
égale l'unité. (Catalan, N. C, kkS.) 
(79, 826.) 

383. Si le nombre n est décomposé en parties appartenant 
aux progressions 

la ^ j \J ^ • • • y Cv j • • 9 y 

JL^ l\ ^ v)f •••y ^L^f «««^ 



\Jj vlj 1-1 ^ s.»^ \jC/^ 



• • 



• 7 
•5 
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la somme des fractions 

(/2)6x(/3)^x... 



i.2.3...aX2.4.6...'26 X 3.ti.9...3cx... 

égale le nombre des décompositions (*). 

(Catalan, N. C, 4.65.) 

384. Si, après avoir rangé dans leur ordre de grandeur les 
fractions irréductibles dont le dénominateur n'excède pas un 
nombre entier donné, on prend à volonté dans la suite ainsi 
formée trois fonctions consécutives 

a a A 

p' V w 

on a 

a _ A -h a 
6 "^ B~-rp ' 

Ainsi, par exemple, si le dénominateur est inférieur à 8, on 
trouve les fractions suivantes plus petites que l'unité et vérifiant 
le théorème 

I I 1 I 2 I 2 3 I 4 3 '2 5 3 4 ^ ^* 

~' 7^' c' 7' "' ^' r' ""'• '' ~' 7> ô' ~' 7' c' 7-> ~' 
70547^^7275374567 



{Pullich, 81, 161.) 



(J. Farey, m., 22.) 



385. Soient K,n la moyenne arithmétique des //l'èmes puis- 
sances des nombres non supérieurs et premiers à N; B,,^ la 
moyenne arithmétique des produits m à m des mêmes nombres. 
Démontrer les relations symboliques 

A'« =^ (N — A)"S B"^ = (N — B)'". 

(Gesàro, m., 67.) 
( Cesàro, 85, 81.) 



(*) Voir la question précédente. 
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386. Soient 

a-+-P-i-Y-f-...-i-6 = n, 



1 .2. . . a X I .2. . . p X. . .X I .2. . . 6 

Si deux, au moins, des nombres a, p, . . . , 6 sont impairs, N est 
pair. 

Corollaire. — Si m est pair et que/? soit impair, 

p _ m(m — i)...(m — /? -M) 

' 1.2.../? 

est pair. (Catalan, M., 79.) 
{Cleversy 82, 67.) 

387. Les nombres combinatoires 

^//i,l^ ^//i,2; ^/rt,3> •••» ^m^m 

sont tous impairs, si m = 2^* — i. Cette condition est nécessaire. 

Exemples : 

m — 3 = 2* — I : 3, 3, 1 ; 

m~ 5 : 5, 10, 10, 5, I ; 

m = 7 = 2^ — I : 7, 21, 35, 35, 21, 7, I ; 

mr= 9 : 9, 36, 84, ...; 

m = i5 = 2* — I : i5, io5, 455, i3G5, 3oo3, 5oo5, 6435, 6435, .... 

(Catalan, M., 80.) 
{Cleversy 82, 68.) 

388. Etant donnée une fraction ordinaire irréductible -, > de 

b 

dénominateur égal ou inférieur à /i, trouver la fraction irréduc- 
tible immédiatement supérieure, aussi de dénominateur égal ou 
inférieur à n, (Stouvenel, M., 91.) 

{Neuberg, 85, 12, 56, 76.) 

389. Soient, dans la suite des nombres impairs, Sa la somme 
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des a premiers termes; Sp celle des p termes suivants; Sy celle 
des Y termes qui suivent les a h- p premiers; déterminer a, p, y, 
de manière que 

(De Rocquigxy, M., 34.4..) 
( Van den Broeck, Cesàro, 85, 20, 228.) 



CALCUL DES PROBABILITÉS. 



»ooo< 



Tirages au sort et jeux. 

1. On a mis dans une urne 20 billets numérotés 1,2, . . . , 20. 
Sur ce nombre, il y a 5 bons billets et i5 mauvais; 20 personnes 
doivent puiser successivement dans l'urne et prendre un des 
billets. La chance de prendre un bon billet est-elle la même 
pour toutes ces personnes? (Fodot, N. A., 84.) 

{Faure, 52, 99.) 

2. On a un jeu complet de D2 cartes; on les jette successive- 
ment sur une table, en les retournant et prononçant à mesure i, 
2, 3, . . ., i3 et recommençant. Quelle est la probabilité de ren- 
contrer juste? \Jas compte pour i, le valet pour u, la dame 
pour 12, et le /of pour i3. (Fodot, N. A., 85.) 

{Coupy, 44, 404.) 

3. On a n urnes renfermant chacune les m premiers numéros. 
On tire un numéro de chaque urne ; quelle est la probabilité que 
la somme des nombres sortis 1° soit égale à un nombre donné, 
2° soit comprise entre deux nombres donnés? (N. A., 4W.) 

{Moreauy 72, i3i.) 

k. Pierre lire quatre cartes d'un jeu de piquet; il donne les 
trois premières à Paul et garde la quatrième pour lui. Pierre a 
gagné si sa carte n'est de la couleur d'aucune des cartes de l^aul, 
ou si, étant de la couleur de l'une ou de plusieurs d'entre elles, 
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elle a une valeur supérieure. La mise de Paul étant de i^', 
quelle doit être celle de Pierre pour que le jeu soit équitable? 

(RoucHÉ, N. A., 1597.) 

5. On tire, séparément, les nombres /i et q^ au hasard, parmi 
les entiers compris de — /i à -h n, inclusivement. 

Quelle est la probabilité que Féquation 

aura ses racines réelles? 

Même question, les nombres p et q étant tirés, au hasard, 

parmi les entiers positifs, de i k n, inclusivement. 

(Laisant, N. C, 457.) 
{Radie ke, 80, 212.) 

6. Les N premiers nombres entiers sont renfermés dans une 
urne; on tire au hasard deux nombres x et y, La probabilité 
que la somme a? -H y soit un nombre premier avec N est 

o(N):(N-i) 

ou »(/i) I N, suivant queN est pair ou impair. 

(De Rocquigny, M., 242.) 
{Laisant y 88, 253.) 

7. A un certain jeu, le joueur A gagne un point chaque fois 
qu'il tire une boule blanche d'une urne qui contient 3 boules 
blanches et 2 boules noires; il perd tous ses points et donne un 
point à B, chaque fois qu'il tire une boule noire; B d'ailleurs ne 
fait jamais de tirage. Quelle est la probabilité pour A de faire 
3 points? (Pkirce, M., 243.) 

{Mansion, 89, 97.) 

8. Les /i premiers nombres sont dans une urne. On en tire au 
hasard trois. Quelle est la probabilité que l'un des nombres 
extraits est égal à la somme des deux autres ou égal à leur denû- 
somme. (De Rocquigny, M., 637.) 

{Bellens, 90, 43.) 
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Questions axithmétiques ou algébriques. 

9. Soient «j, a^, «3, . . ., an des valeurs positives de a?i, oc^y 
^3, . . ., Xny satisfaisant à l'équation, à coefficients positifs, 

AiiFi4- A2ir2-4- AsiFsH-. . .4- A;ia7rt= i. 

La probabilité que a,, a^, «3, ..., a^ soient respectivement 
supérieurs à aj, «j, ag, . . ., a,^ est exprimée par la {n — i)i«me 
puissance de 

I — ( Al ai -h A2 a2 -H Asàs -h . . . -H A/itta), 

pourvu que cette quantité soit positive; si elle est négative, la 
probabilité est nulle. (GesIro, N. A., 1447; N. C, 543.) 

10. Ayant pris, au hasard, un chiffre d'une puissance quel- 
conque de 5, il y a avantage à parier que c'est un 5 ou un o. 

(Gesàro, n. a., 1485.) 

H. Une solution en nombres entiers de l'équation 

X -\-y -^ z = n 

est prise au hasard, aucune des racines n'étant zéro; chercher la 
probabilité que le produit des valeurs de ^, y, z soit multiple 

de -T> ^ étant un diviseur de l'entier n. (N. A., 1647.) 

12. Deux permutations des n premiers nombres sont dites 
inverses l'une de l'autre lorsqu'elles présentent les mêmes élé- 
ments en ordre exactement inverse; elles sont dites symétriques 
l'une de l'autre lorsque la somme des éléments qui y occupent 
la même place est constamment égale à /i4-i. Démontrer que 
la probabilité pour qu'une permutation prise au hasard parmi 
les permutations des n premiers nombres soit telle que son in- 
III. — Alg. Th. des nomb. 17 
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verse et sa symétrique coïncident est donnée par la formule 



/^ = 



i35.. ./ 



i étant le plus grand entier impair non supérieur à /z. 

(D. André, N. A., 1651.) 
{Audibert, 94*, i6.) 

13. Étant donnés deux, nombres quelconques, il j a environ 6i 

à parier contre 89, quUls sont premiers entre eux. 

(Cbsàro, m., 75.) 
{Cesàro, 83, 224, 248; 84, i5o.) 

Ik. Si a et 6 sont deux nombres entiers donnés, premiers 
entre eux, et n un nombre entier variable, la probabilité que 
le nombre des solutions entières, non négatives, de Téquation 

ax -+- bjr = n 
est égal à E f - r ) > est représentée par 

celle dont le nombre de ces solutions est E( — j-h i s'exprime par 

(Cesaro, m., 196.) 
{Neuberg, 89, 116.) 

15. Ayant pris, au hasard, quatre nombres entiers, il y a à 
parier 9011"* contre 1 — 901:"* (environ 12 contre i) qu'ils sont 
premiers entre eux. (Cesàro, M., 316.) 

{Cesàro, 84, i5o.) 

16. On décompose, au hasard, le nombre donné 2 a en deux 
parties positives œ, y. Quelle est la probabilité que la somme 
m}x^-\- n^y^ soit comprise entre p^a^ et q^a'^, m, n, p, q étant 
des nombres donnés? (M., 655.) 

(Kluyçer, 91, 117.) 
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Questions géométriques. 

17. Quelle est la probabilité que l'angle aigu formé par deux 
grands cercles, tracés au hasard sur une sphère, sera compris 
entre m degrés et n degrés? (N. A., 567.) 

(£*. Martitiy 61, 3 19.) 

18. La probabilité que laconique déterminée par cinq points, 
pris au hasard dans un plan, soit une ellipse, est infiniment petite. 

(Cesaro, n. a., U86.) 

19. On donne au hasard, dans un plan, quatre points, et Ton 
en prend un comme centre d'uiie conique passant par les trois 
autres. Démontrer que cette conique est, avec autant de proba- 
bilité, une ellipse ou une hyperbole. (Cesàro, N. A., 1511.) 

20. On donne n tiges dont les longueurs sont représentées 
par /j, ^2» •••> hi •••) ^«' Chacune de ces tiges est peinte en 
rouge à l'une de ses extrémités, en noir à l'autre. On casse, au 
hasard, un morceau de chacune de ces tiges. Soient ^j, x^, . . . 
Xiy . . . , X;tles longueurs des bouts qui portent la marque noire; 
quelle est la probabilité d'avoir 

^1 -f- a7j -+■ . . . 4- a?» = S, 

S étant plus petit que /i H- ^2 -+- • • • -H ^«? 

(Ed. Dewulf, n. A., 1519.) 

21. Les côtés d'une ligne polygonale AB . . . KL sont déter- 
minés, chacun, avec une approximation connue; chaque valeur 
étant comprise dans des limites assignées, et toutes étant égale- 
ment probables : les directions des côtés sont invariables. Les 
sommets de cette ligne brisée sont susceptibles d'occuper une 
infinité de positions. 

Cela étant, on propose de déterminer : 

1° Les limites dans lesquelles peut varier la position de l'un 
quelconque des sommets. 
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2° La probabilité relative de chacune de ces positions. 

Réponse, — Chaque sommet est variable dans un polygone à 
centre, de 2m côtés; m étant le nombre des éléments du chemine- 
ment polygonal qui précède le sommet considéré ; et lesdits côtés 
étant égaux, respectivement aux variations possibles de ces éléments, 
et parallèles à leurs directions. Si l'on élève, en chaque point de 
Paire de ce polygone, une ordonnée proportionnelle à la probabilité 
de ce point, on obtiendra une surface que Ton peut appeler surface 
de probabilité, dont la connaissance répondrait à tout. Or, cette 
surface résulte de la combinaison, par voie d'addition ou de sous- 
traction, des ordonnées de surfaces cylindriques à génératrices 
parallèles au plan du polygone, et ayant pour directrices les paraboles 
représentées y = Ka?'»-^, le coefficient K ayant une valeur particu- 
lière pour chaque direction. Cette surface de probabilité est discon- 
tinue; ses arêtes se projettent sur le polygone qui lui sert de base, 
suivant m 2^'"-*^ lignes droites, égales et parallèles par groupes 
de 2"*-*; les côtés du polygone de base étant d'ailleurs compris dans 
ces lignes. (Peaucellier, N. C, 128.) 

22. On donne une droite AB, de longueur /; on prend, au 
hasard, un point C entre A et B, puis, au hasard, un point D 
entre C et B. 

Quelle est la probabilité que deux des longueurs AC, CD^ 

DB soient plus petites qu'une longueur donnée al 

(E. Lemoine, N. g., 370.) 
(Ce^àro, 80, 74.) 

23. On casse, au hasard, en trois morceaux, une barre de 
longueur /. Quelle est la probabilité que deux de ces trois mor- 
ceaux soient plus petits qu'une longueur donnée a? 

(E. Lemoine, N. G., 371.) 
{Cesàro, 80, 74.) 

24-. Un arbre qui croît verticalement sur le flanc d'une mon- 
tagne d'une inclinaison inconnue est brisé par lèvent, mais non 
coupé en deux. Démontrer que la probabilité que la cime 

3 2 
atteigne le sol est 7 -• (Artemas Martin, M., 233.) 

(Cesàro, 86, 14.) 
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Damiers et échiquiers; jeux de dominos. 

1. Placer les huit premiers nombres sur une même ligne, de 
telle sorte que la différence de deux quelconques de ces nombres 
ne soit' pas égale à la différence de leurs rangs dans la ligne. 
■Combien existe-t-il de dispositions de ce genre? 

17582463 

est une de ces dispositions. 

Placer sur un échiquier huit reines, de manière qu'aucune 
d'elles ne soit en prise à l'une des sept autres? La solution est 
une conséquence de la précédente. (Lionnet, IN. A.., 251.) 

{Bourget, 81, 473.) (M 

2. En ôtant les doubles du jeu ordinaire de dominos, il reste 

vingt et une pièces. On peut ranger ces vingt et une pièces sur 

une seule ligne en se conformant à la règle connue du jeu. De 

combien de manières cet arrangement est-il possible (*)? 

(N. A.,252.) 
(72, 93; N. G., 78, 45.)(') 

(M Voir aussi une Note de Catalan, 64, 187. 

(') Question combinatoire difficile que nous avons vainement proposée 
à plusieurs analystes distingués. Note de la Rédaction, 

(') La question a été complètement résolue, d'abord par le D' Reiss, au 
prix d'un énorme travail et avec d'interminables calculs; et plus tard, par 
M. G. Tarry, par une méthode simple et d'une rare élégance. Sur ce pro- 
blème, qui a une certaine célébrité, on consultera avec grand avantage les 
Récréations matfiématiques d'Edouard Lucas. 
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3. 1° Ecrire les n premiers nombres entiers 1,2, 3, . . ., n,. 
sur une même ligne, de telle sorte que la différence entre deux 
quelconques de ces nombres ne soit pas égale à celle de leurs- 
rangs sur cette ligne; 

2° Combien le problème admet-il de solutions? 

Sur un échiquier composé de n} cases, placer n reines, de 
manière qu'aucune d'elles ne soit en prise par Tune des {n — i) 
autres, est la même question posée en d'autres termes (*). 

(LioNNKT, N. A., 963.) 

k, 1° Sur l'échiquier de /i* cases, le nombre des sauts du 
cavalier des échecs est égal au double de (2/1 — 3)* — i; 

1^ Trouver le nombre des sauts du cavalier sur un rectangle 
de /?^ cases? (Ed. Lucas, M., 230.) 

{Neuberg, 85, 35.) 

5. De combien de manières un pion du jeu de dames, placé 
en un coin du damier, peut-il se rendre sur le bord opposé en 
progressant par cases consécutives parallèlement à l'une oir 
à l'autre diagonale? 

Suivant que le damier a 2/1 ou 2/i-hi cases de ce côté, le 
nombre cherché est égal à C2„-i,n— 1 ou Gj».^. 

(Ed. Lucas, M., 783.) 

6. Sur les centres des n- cases d'un damier, on place n jetons 
de telle façon que deux quelconques d'entre eux ne soient pas 
situés sur une même ligne parallèle à l'un ou l'autre des bords 
du damier. Démontrer que le nombre t^ des dispositions dis- 
tinctes est égal à 1.2. ../z, et que les jetons sont toujours en 
nombre pair sur les cases de couleur contraire à celle du coin 
inférieur de gauche. 

On suppose de plus que les jetons ne sont pas situés sur les 
cases d'une diagonale. Démontrer que, si l'on désigne par 6;^ le 



(') Cet énoncé est une généralisation de la question 1 ci-dessus. 
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nombre des dispositions distinctes, on a 

6rt-j-i = 71 ( 0,t -H 0/j-i ), 

e«+i = (7i-i-i)e„_i. 

Démontrer que le rapport de ^;j à 6^ a pour limite la base du 
système des logarithmes népériens, lorsque n augmente indé- 
finiment. 

En supposant de plus que les jetons ne soient pas situés sur 
les cases des deux diagonales, calculer le nombre T„ des dis- 
positions et la limite de t^ à T^ lorsque n augmente indéfi- 
niment. 

Démontrer que le nombre maximum des jetons que l'on peut 
placer sur les cases, de telle sorte que deux jetons ne soient 
pas situés sur une parallèle à Tune ou Pautre des diagonales, 
est 2" — 2 et que le nombre des dispositions distinctes de ces 
2'* — 2 jetons est 2'^ (Ed. Lucas, J. S., 62.) 

7. On place n jetons sur les cases d'un échiquier carré de ' 
n} cases, de telle sorte qu'il n'y ait qu'un seul jeton dans cha- 
cune des colonnes ou des lignes de l'échiquier. Démontrer que, 
si l'on désigne par S» le nombre des solutions symétriques par 
rapport au centre de Téchiquier, on a 

Sjra-j-i = S2» = 2.4«6. . . (2/1). 

Si l'on désigne par Un, le nombre des solutions symétriques 
par rapport à l'une des diagonales, on a 

Un = Wrt_i-h(n — i)m„_2; 
et aussi 

n(n — i) nin — \)(n — 2)(/i — 3) 

Un = ^-\ ^ i — ; — — ■■ 

2 2.4 

n{n — i). . . (ti — ^5) 
2.4.6 

Traiter la même question pour les solutions symétriques par 
rapport aux diagonales. (Ed. Lucas, J. S., 71.) 



364 ALGÈBRE. — THËORtE DES ^ 

8. On sait que le roi, aux échecs, ne peut se déplacer à 
chaque coup qu'en occupant l'une des huit cases voisines qui 
l'entourent; cela posé, démontrer que les nombres des trajets 
difFérents que le roi peut elTectuer sur un échiquier indéfini, 
pour se rendre d'une case donnée à une autre case donnée par 
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3^ Nombre de solutions qui peuvent arriver à chaque carré ( * ) . 

(Fermât, N, C, 65.) 
(76, 55) (2). 

11. Disposer, en triangle équilaléral, les neuf premiers chif- 




fres, a, b, c, dy e, /, g^ h, k\ de manière que 

a-Jrb-\-c-\-d = d-^-e-^- f -^ g — g -\- h-\-k'\- a^ 

«2 -4- ô» -f- C2 -4- t/î = ^^2 _|_ gî ^f% + ^2 = ^ï 4. ^î _i_ ^i + «' (^). 

(Proth, n. c, 359.) 
(Cesàroy 78, 298, SgS; 80, 817, 4i5.) 

12. Faire un carré magique avec.un jeu de dominos dont les 
doubles (o, o), (i, i), ..., (6, 6) sont remplacés par des 
simples : o, i, . . . , 6. (M., 190.) 

(86, 43.) 



13. Neuf nombres entiers consécutifs sont disposés en carré 



(') Cet énoncé, très obscur, m'est communiqué par M. de Tilly, qui l'a 
copié exactement. J'ignore si, en effet, le problème a été proposé par 
Fermât. Euler, et beaucoup d'autres géomètres, se sont occupés des carrés 
magiques, sur lequels Frénicle a composé un traité complet. 

{Note de Catalan,) 

(») Ce n'est pas une solution à proprement parler, mais plutôt une 
simple note. 

(') A rapprocher de la question 9 ci-dessus. 

m — Alg. Th. des nomb. 17 
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de la manière suivante 

n — 4 wH-2 n — 2 
n — I n /i -f- 4 
n -{-3 n — 3 n-t-i 

Le centre est occupé par le nombre du milieu; les autres 
nombres se succèdent, d'après la loi du cavalier, dans l'ordre 
de grandeur croissante. 

Choisir n de manière que la valeur de ce déterminant du 
cavalier soit un carré parfait. (De Rocquigny, M., 646.) 

{Brocard, 89, 257.) 



Autres questions. 

\h. Soit un carré divisé par des lignes horizontales et verti - 
cales en /i* petits carrés, ayant chacun deux unités de longueur 
pour côté. Prenons deux côtés adjacents du grand carré pour 
axes coordonnés. Les coordonnées du centre d'un petit carré 
sont exprimées par des nombres entiers impairs, et les coor- 
données des sommets par des nombres pairs; désignons par 
(^, (^) le centre d'un petit carré ayant h pour abscisse horizon- 
tale et V pour ordonnée verticale; faisant passer une droite 
par (A, v) et (h! ^ t^'), quels sont les carrés que cette droite tra- 
versera, et quels sont les centres et les sommets des carrés 
situés sur cette droite? Étant données les équations de deux 
droites passant chacune par deux centres, quelles relations doi- 
vent exister entre les coordonnées des quatre centres; 1° pour 
que les deux droites soient parallèles; 2° pour qu'elles se coupent 
à angle droit; 3** pour que le point d'intersection soit le centre 
d'un cinquième carré? (N. A., 51.) 

{Moret-Blanc, 94, 28*.) 

15. Soient trois axes rectangulaires; on les divise, à partir de 
l'origine, chacun en parties égales à l'unité; par les points de 
division d'un axe on mène respectivement des plans parallèles 
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au plan des deux autres axes; ces trois systèmes de plans paral- 
lèles déterminent, par leurs intersections, tous les points dont 
les coordonnées sont des nombres entiers. Soit un point d'in- 
tersection ayant pour coordonnées les nombres entiers m, n, p; 
ce point est le sommet d'un parallélépipède. Prenons, dans l'in- 
térieur de ce parallélépipède, trois points ayant pour coordon- 
nées entières respectives rrii, n^ p^] m^, n^, p^] m^, n^, p^. Le 
plan qui passe par ces trois points partage le parallélépipède en 
deux portions; combien chaque portion renferme-t-elle de 
nombres entiers? (N. A., 266.) 

16, Soient sept carrés égaux liés de telle sorte 









7 




5 


6 




3 


4 




I 


2 







Chaque carré peut tourner à charnière seulement autour de la 
droite qui lui est commune avec le carré voisin; le carré i ne 
pourra prendre une position quelconque qu'envers le carré 7, 
et pas envers les autres carrés. Ainsi, si le carré i est maintenu 
fixe, il n'y a que le carré 7 qui soit entièrement libre. 

(MôBius, N. A., 511.) 

17. On partage les côtés d'un carré en n parties égales; par 

les points de division, on mène des parallèles aux côtés de 

manière à partager la figure en n'^ petits carrés. Pour se rendre 

d'un sommet opposé, on peut suivre plusieurs lignes brisées 

différentes ; parmi tous ces chemins, il y en a qui sont minimums 

et égaux entre eux; on propose d'en trouver le nombre. 

(J.-C. DuPAiN, N. A., 765.) 
{Gayou, 67, 182.) 



18. Démontrer que, si XJf désigne le nombre de manières de 
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décomposer un polygone convexe, de m côtés en n parties, au 
moyen de /i — i diagonales qui ne se coupent pas dans Tintérieur 
du polygone, on a 

Ym_ ' m(m -4-i)C/n -f- 2) . . . (m-4- n — %) 
n 1.2.3. ..(/i — I) 

(m- -3)(/?i — ^) , , .{m — n — i) 

X r • 

1 .2. . . (n — i) 

(Prouhet, n. a., 774.) 

19. Si n femmes sont placées dans un ordre déterminé autour 
d'une table ronde, de combien de manières leurs maris peuvenl- 
ils se placer à cette table en satisfaisant aux conditions suivantes : 
un homme se trouve toujours entre deux femmes et n'est jamais 
à côté de la sienne. 

(Permutations circulaires discontiguës.) 

(Ed. Lucas, M., 699.) 

20. Etant donné un carré, démontrer rigoureusement qu'il 
ne peut pas être partagé en trois parties superposables, autrement 
que par des parallèles à ses côtés. (H. Laurent, J. E., 531.) 

21. Etant donnée une ligne que l'on peut tracer d'un trait non 
interrompu, telle que celle représentée par la figure ci-dessous> 




de combien de manières peut-on la décomposer en d'autres 
jouissant de la même propriété de pouvoir être tracées d'un trait 
non interrompu. (H. Laurent, J. E., 532.) 



^Mf 
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22. ABRACADABRA {^). — On écrit un mot en triangle, 
comme il suit, en prenant pour exemple le mot abracadabra : 

ABRACADABRA 

ABRACADABR 

ABRACADAB 

ABRACADA 

ABRACAD 

ABRACA 

ABRAC 

ABRA 

ABR 

AB 

A 

Dans ce triangle, les mêmes lettres sont placées sur une 
même diagonale, et Ton voit qu'en partant d'une ligne quel- 
conque on peut lire le mot de gauche à droite et de bas en 
haut. 

Démontrer que, si Ton part de la première lettre à gauche dans 
la ligne de rang (q-hi) du triangle formé par un mot de 
(p-hi) lettres, le nombre des manières de lire le mot est Gjî, 
et que le nombre total, pour toutes les lignes, est 2^. 

(Ed. Lucas, J. S., 164.) 
(Chapron, 90, 92.) 

23. De combien de manières peut-on ranger 2/t nombres 
inégaux deux à deux, sur deux lignes, de telle sorte que les 
nombres croissent dans chaque ligne de gauche à droite et dans 
chaque colonne de haut en bas. (Ed. Lucas, J. S., 177.) 

{Chapron, 88, 46; 89, 189.) 



(') La théorie du triangle arithmétique provient peut-être de l'étude 
des propriétés de ce triangle cabalistique. {Note de l'Auteur.) 
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2,k. De combien de manières peut-on ranger 3n noaibres 
inégaux deux à deux, sur trois lignes, de telle sorte que les 
nombres croissent dans chaque ligne de gauche à droite et dans 
chaque colonne de haut en bas? (Ed. Lucas, J. S., 178.) 

(Chapron, 88, 46; 89, 288.) 



FIN. 
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